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在 这 一 章 中 我 们 介绍 有 关 集 合 论 的 一 些 基本 知识 . 从 未 经 定 
义 的 “集合 "和 “元 索 " 两 个 概念 出 发 给 出 集合 运算 ,关系 ,映射 以 及 
集合 的 基数 等 方面 的 知识 , 至 于 选择 公理 我 们 只 是 稍稍 提 了 一 下 ， 
进一步 的 知识 待 到 要 用 到 时 再 阐述 .这 样 安 排骨 在 不 使 读者 过 早 
地 陷 人 繁 难 的 迎 辑 困惑 之 中 、 

这 里 所 介绍 的 集合 论 通 常 称 为 “朴素 的 集合 论 ”, 这 对 大 部 分 
读者 已 经 是 足够 的 了 .那些 对 集合 的 理论 有 进一步 需求 的 读者 , 例 
如 打算 研究 集合 论 本 身 或 者 打算 研究 数理 还 辑 的 读者 ,建议 他 们 
去 研 谈 有 关公 理 集合 论 的 专著 . 

即 令 就 朴素 集合 论 本 身 而 言 ,我 们 也 无 意 使 本 章 的 内 容 构 成 
一 个 完全 自我 封 册 的 体系 ,主要 是 我 们 没有 打算 重建 数 系 , 南 假定 
读者 了 解 有 关 正 整数 ,整数 ,有 理 数 ,实数 的 基本 知识 ,以 及 其 中 的 
四 则 运算 ,大 小 的 比较 (< 入 ), 和 实数 理论 中 关于 实数 的 完备 性 
的 论断 (任何 由 实数 构成 的 集合 有 上 界 必 有 上 确 界 ) 等 ,它们 对 于 
读者 决 不 会 是 卫生 的 .此 外 ,对 于 通常 的 (算术 ) 归 纳 原 则 也 按 访 者 
早已 热 悉 的 方式 去 使 用 ,而 不 另 作 胃 辑 上 的 处 理 . 


$1.1 集合 的 基本 概念 


集合 这 一 概念 是 容易 被 读者 所 理解 的 , 它 指 的 是 由 某 些 具 有 
某 种 共同 特点 的 个 体 构成 的 集 笨 , 例如 我 们 常 说 “正在 这 里 听课 的 
全 体 学 生 的 集合 ”,“ 所 有 整数 的 集合 "等 等 . 集合 也 常 称 为 集 , 族 ， 
类 . 
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集合 ( 即 通常 所 谓 的 “集体 ") 是 由 它 的 元 素 ( 即 道 常 所 请 的 “个 
体 ”) 构 成 的 . 例如 正在 这 里 听课 的 全 体 学 生 的 集合 以 正在 听课 的 
督 一 个 学 生 为 它 的 元 素 ; 所 有 整数 的 集合 以 每 一 个 整数 为 它 的 元 
素 .元 素 也 常 称 为 元 ,点 ,或 成 员 . 

集合 也 可 以 没有 元 素 . 例如 平方 等 于 2 的 有 理 数 的 集合 , 纸 大 
于 1 又 小 于 2 的 整数 的 集合 都 没有 任何 元 素 , 这 种 没有 元 素 的 集 
合 我 们 称 之 为 空 和 集 , 记 作 多 . 此 外 ,由 一 个 元 素 构成 的 集合 ,我 们 
常 称 为 单 点 集 . 

用 文句 来 描述 一 个 集合 由 哪些 元 素 构 成 ( 像 前 夯 所 作 的 那 
样 ), 是 定义 集合 的 一 个 重要 方式 .此 外 ,我 们 还 通过 以 下 的 方式 来 
定义 集合 :记号 

{zl 关于 工 的 一 个 命题 P1 

表示 使 花 括 号 中 竖 线 后 面 的 那个 命题 已 成立 的 所 有 元 素 z 构成 
的 集合 .例如 ,集合 jztz 为 实数 ,并 且 0<z<1i 即 通常 所 谓 开 区 
闻 (0,1). 在 和 运用 集合 这 种 定义 方式 时 有 时 允许 一 些 变 盘 ,例如 集 
合 iz?|z 是 实数 | 便 是 集合 ;y1y= ,其 中 之 是 实数 | 的 简略 表 
示 ,不 难 明白 这 个 集合 实际 上 是 由 全 体 非 负 实数 构成 的 ,集合 表示 
方式 中 的 紧 线 “| "也 可 用 冒号 “: 或 分 号 ;来 代替 . 此外, 也 常 将 
一 个 集合 的 所 有 元 素 列举 出 来 再 加 上 花 括号 以 表示 这 个 集合 . 例 
如 jaiyei，…as| 表 示 由 元 到 ai,42，…,a, 构成 的 集合 , 如 果 确 
实 不 至 于 发 生 混 清 ,在 用 列举 的 办 法 表示 集合 时 容许 某 种 省 略 . 例 
如 ,有 时 我 们 可 以 用 11,2,3,… 上 表示 全 体 正 整数 构成 的 集合 , 用 
{1,3,5,*…| 表 示 全 体 正 疝 数 构成 的 集合 .然而 ,在 上 述 两 个 集合 中 
前 考 有 可 能 会 被 误解 为 全 体 正 素数 构成 的 集合 ,而 后 者 也 有 可 能 
会 被 误解 为 全 体 正 奇 素数 构成 的 集合 . 因此 ,我们 并 不 鼓励 这 种 做 
法 ,除非 从 上 下 文 的 陈述 中 我 们 能 够 得 到 不 被 误解 的 保证 .我 们 再 
三 提请 读者 注意 ;不 管 你 用 任 何 一 种 方式 定义 集合 ,最 重要 的 是 不 
多 许 产生 歧义 ,也 就 是 说 你 所 定义 的 集合 的 元 素 应 当 是 完全 确定 
的 . 
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在 本 书 中 ,我 们 用 ; 

Z+ 表示 全 体 正 整 数 构成 的 集合 , 称 为 、 正 整数 集 ; 

包 表 示 全 体 整 数 构成 的 集合 , 称 为 ”整数 集 ; 

@ 表 示 全 体 有 理 数 构成 的 集合 , 称 为 ”有 理 数 集 ; 

及 表示 全 体 实 数 构成 的 集合 , 称 为 ”实数 集 ， 

并 且 假 定 读者 熟知 这 些 集合 . 

设 A 是 一 个 集合 ,a 是 一 个 元 素 .如 果 a 是 A 的 元 素 , 记 作 a 
EA, 读 为 a 属于 4; 如 果 a 不 是 A 的 元 察 , 则 记 作 a 全 4 , 读 为 = 
不 局 于 A. 例 如 ,我 们 有 :2EZ ,,Y24Q 等 等 .对 于 任何 集合 A 和 
任何 元 素 a ,a€ A 和 a A 这 两 者 必 有 且 仅 有 一 个 成 立 . 

我 们 总 用 等 号 “= "表示 逻辑 土 的 河 一 ,例如 a =6 表示 符号 a 
和 5 代表 着 同一 个 事物 . 因此 ,如 果 A 和 BB 是 两 个 集合 ,4 = 日 读 
为 A 等 于 日 ,表示 它们 是 由 相同 的 元 素 构成 的 集合 , 即 A 的 每 一 
个 元 素 都 是 B 的 元 素 ,并 且 B 的 每 一 个 元 素 也 都 是 4 的 元 素 . 将 
这 意思 表达 得 更 为 形式 一 点 便 是 : 若 zEA 则 zB; 并 且 若 xzE 
B, 则 xE A. 这 是 验证 两 个 集合 相等 的 最 为 基本 的 方式 ,不 等 导 
天 是 等 号 = 的 否定 .如果 A 和 日 是 两 个 集合 ,4 天 日 该 为 A 不 等 
于 日 ,意味 着 或 者 A 中 至 少 有 一 个 元 素 不 是 B 的 元 素 ,或 者 日 中 
至 少 有 一 个 元 素 不 基 A 的 元 素 , 亦 即 或 者 存在 rE A 使 得 x 估 日 ， 
或 者 存在 zEB 使 得 zx 条 4. 

以 下 的 这 个 定理 等 价 于 形式 还 辑 中 的 相应 命题 ,从 直觉 看 去 
也 是 自明 的 . 

定理 1.i.1 设 A, 日 ,C 都 是 集合 . 则 

(1) A=A; 

(2) 若 A=B, 则 B=A; 

(3) 若 4A=B,B=C, 则 4=C， 国 

如 果 集合 A 的 每 一 个 元 素 都 是 集合 BB 的 元 素 , 即 ; 若 xE€ 4A， 
则 z€ 8 ,我 们 便 记 作 ACB 或 二 A ,分 别 读 为 A 包含 于 B 和 B 
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包含 A. 

定 泽 1,1.2 谈 A,B,C 者 是 集合 . 草 

(1) ACA; 

(2) 若 ACB,BCA, 则 A=B; 

(3) 车 ACB,BCC, 则 ACC. 

证 明 (1) 显然 . 

(2) 4ACB 意 即 : 若 zEA, 则 zcEBiBC4A 意 即 : 若 zEB， 
则 xz€E 有 A. 这 两 者 合 起 来 正好 就 是 A = B 的 意思 . 

{3) 设 x 人 及 .由 于 ACB, 放 xEBi 叉 由 于 BCC, 从 而 x 
C . 综 上 所 述 , 如 果 xE 妇 就 有 zxEC. 此 意 即 ACC.， 蕊 

空 集 不 含 性 何 元 窒 , 所 以 它 包 含 二 每 一 个 集合 之 中 .由 此 我 们 
可 以 得 出 结论 : 空 集 是 唯一 的 . 因为 如 果 gi ,J22 都 是 空 集 , 据 前 
说 应当 肖 CC BB ,以 及 纺 记 扩 ,根据 定理 1.1,2 可见 , 2 = 
BB,. 

设 A,B 是 两 个 集合 .如 果 ACB, 我 们 则 称 4 为 B 的 子 集 ; 
如 果 及 其 B 的 子 集 , 但 A 广 不 等 于 B, 即 ACB,A 关 B, 也 就 是 
说 有 A 的 每 一 个 元 家 都 是 B 的 元 素 , 但 B 中 至 少 有 一 个 元 素 不 是 
从 的 元 率 , 这 时 ,我 们 称 4 为 B 的 真子 集 , 并 且 记 作 A 等 B 或 者 BB 
导 A. 

下 述 定理 1.1.3 的 证 明 就 像 定理 1.1.2 的 证 明 一 样 简单 ,我 
们 贸 作 习题 . 

定理 1.1.3 设 和 A,B,C 都 是 集合 . 则 

(1) A 兵 A 不 成 立 ; 

(2) A 生 B 和 户 全 A 不 能 同时 成 立 ; 

(3) 如 果 A 生 B, 并 且 B 笠 C, 则 A 折 C。 三 

我 们 常常 需要 讨论 以 集合 作为 元 素 的 集合 ,并 且 为 了 强调 这 
一 特点 ,这 类 集合 常 称 为 集 族 ,并 多 用 花 写字 母 st, 多 ,%,"…… 来 表 
示 . 例 如 ,车 %= 站 1 二 2 2 , 则 六 是 一 个 集 族 , 它 的 三 个 元 
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素 分 别 是 单 点 集 111 ,由 两 个 元 崇 组 成 的 集合 {1,2| ,和 空 集 和 

设 X 是 一 个 集合 ,我 们 常用 纪 (X) 表 示 X 的 所 有 子 集 构成 的 
集 族 , 称 为 集合 X 的 宕 集 , 例如 ,集合 !1,21 的 赛 集 是 9(11,21)= 
[12,111,121,11,28. 

本 章 中 所 介绍 的 集合 论 是 所 谓 “朴素 的 ”集合 论 . 在 这 种 集合 
论 中 ,“ 集 合 "和 “元 素 " 等 基本 概念 均 不 加 定义 而 被 认 作 是 自明 的 . 
正 因为 如 此 ,历史 上 曾经 产生 过 一 些 悖 论 .然而 对 于 绝 大 多 数 读者 
来 说 了 解 朴素 的 集合 论 已 是 足够 的 了 ,只 是 要 求 他 们 在 运用 的 时 
候 保持 适当 的 遵 慎 , 以 免 导致 如 辑 矛盾 . 例如 ,我 们 应 当知 道 一 个 
集合 本 身 不 能 是 这 个 集合 的 一 个 元 素 . 即 : 若 A 是 集合 , 则 AEA 
不 成 立 ,这 一 点 是 容易 理解 的 . 例如 ,由 一 些 学 生 组 成 的 一 个 班级 
决 不 会 是 这 个 班级 里 的 一 名 学 生 . 因此 ,我 们 不 能 说 "所 有 集合 构 
成 的 集合 ,因为 如 果 有 这 样 一 个 “集合 "的 话 , 它 本 身 既 是 一 个 集 
合 ,就 应 当 是 这 个 “所 有 集合 构成 的 集合 "的 一 个 元 素 了 .也 因此 ， 
我 们 应 当 能 够 了 解 一 个 元 案 a 和 仅 会 一 个 元 素 s 的 单 点 集 fa1 是 
两 回 事 ,尽管 我 们 有 时 为 了 行文 的 简便 而 忽略 这 个 区 别 . 


习 是 


1, 试 在 下 列 集合 中 确定 : 蛙 些 集 全 是 空 集 ? 哪些 集合 是 相等 的 ? 哪些 
集合 间 有 包含 关系 ? 哪些 集合 间 有 真子 集 关系 ? 

(D 4A= jzlzEZ 并 且 存在 yE2Z 使 得 z=2y|; 

(2) B= 2 上 

(3) C=fzlz&A, 且 于 =115 

(4) D=izilzEA, 且 z 为 素数 |; 

(5) E={rlzEQ,H z=2. 

2. 试 判断 以 下 关系 式 的 正确 与 错误 ; 

A= 4 AE1A}; gS CIg |; 

gS=12| gElg). 

3. 设 A1,4,,…,A. 都 是 集合 ,其 中 有 之 1. 证 明 :如果 
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ACACCA TA CAL 
则 
Ai=As="=A, 
4. 设 XX=|a,,c|. 写 出 四 的 署 集 供 X). 
5, 设 X 为 由 个 互 不 相同 的 元 素 构成 的 集合 , X 的 等 集 K(X) 中 有 多 
少 个 互 不 相同 的 元 素 ? 


$1.2 集合 的 基本 运算 


在 这 一 节 中 我 们 介绍 集合 的 并 , 交 , 差 三 种 基本 运算 ,这 三 种 
运算 的 基本 规律 ,以 及 它们 与 集合 的 包含 关系 之 则 的 基本 关联 . 
定义 1.2.1 设 和 与 召 是 两 个 集合 .集合 
1zlzrEA 或 者 了 GE 如 | 
称 为 集合 A 与 集合 B 的 并 售 或 并 , 记 作 AU 了 , 读 为 A 并 B. 集 合 
izlrEA 并且 z€EB} 
称 为 集合 及 与 集合 B 的 交集 或 交 , 记 作 A 们 B, 读 为 A 变 孔 .车 内 
门 B= gg, 则 称 集 合 A 与 集合 吾 无 交 或 不 相交 ;反之 ,车门 也 天 
多 , 则 称 集合 A 与 集合 日 有 { 非 空 的 ) 交 .集合 
{zlzxEA 并 Ez FB} 
称 为 集合 入 与 集合 B 的 识 集 , 记 作 A\B 或 A 上 B, 读 为 及 差 B， 
或 4 减 日 - 
关于 集合 的 并 , 交 , 差 三 种 运算 之 间 , 有 以 下 的 基本 规律 , 
定理 1.2.1 设 A,B,C 都 是 集合 . 则 以 下 等 式 成 立 : 
(1) 智 等 律 


AUA=A 
ANA=A 
(2) 交换 律 
AUB=BUA 


4.2 集合 的 基本 运算 


ANMNB=BNA 
(3) 结合 律 
(AUB)UC=AU(BUC) 
(ANMNBINC=ANCGBNMC) 
(4) 分 配 律 


(ANB)UC=(AUC) 
(AUB)INC=(ANC) 
(5) De Morgan 律 
A-(BUC})=(A -3B) 
A~(BNC)=(A-8B) 


NBUC) 
UtBNC) 


nk4-C) 
UC(A-C) 


证 明 验证 这 些 集合 等 式 的 基本 方法 是 验证 每 一 个 等 式 中 居 
于 等 号 左边 的 集合 中 的 每 一 个 元 素 都 是 居于 等 号 右边 的 集合 的 元 


素 , 并 且 居 于 等 号 右边 的 集合 中 的 每 一 


个 元 素 都 是 居于 等 号 左边 


的 集合 的 元 素 .我 们 不 打算 验证 这 里 的 全 部 十 个 等 式 , 而 只 是 验证 
两 个 作为 例子 .其 余 各 个 等 式 的 验证 请 读者 自己 完成 ， 


作为 第 一 个 例子 我 们 验证 结合 律 中 


E(ANB)NC, 则 zEANB, 并 是 xEC, 于 是 z€ A,zEB, 并 


且 xEC. 从 而 xEA, 并 且 XEBNC. 
据 以 上 论证 我 们 有 


的 后 一 个 等 式 如 下 : 若 = 


因此 xz€ AN(BNC). 根 


(ANB)INCCAN(BNC) 


用 同样 的 办 法 我 们 也 可 以 得 到 


(ANBINCOAN(BNC) 


《请 读者 自己 补 证 ), 综 合 这 两 个 包含 关 
式 . 


系 我 们 重 证 明了 和 希 证 的 等 


作为 第 二 个 例子 我 们 验证 De Morgan 律 中 的 前 一 个 等 式 如 


下 ; 若 xEA 一 (BUC), 则 xzEA 并且 

且 xz 针 B,x 针 C, 从 而 zEA--B 并 有 

了 3) 有 (4 -C) .这样 我 们 便 证 明了 
A-(BUC)C(A ~-B) 


z 攻 BUC, 于 是 zEA 并 
xzEA 和 A-C, 因 此 xzE(4A 一 


N(4-C) 
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用 类 似 的 证 明 方式 又 可 以 得 到 

A-(BUC)IDO(A- ENA-C) 
《请 谈 者 自己 补 证 . ) 综 合 这 两 个 包含 关系 我 们 便 证 明了 迄 证 的 等 
式 ， 国 

集合 的 并 , 交 , 差 三 种 运算 与 集合 间 的 包含 关系 之 间 有 着 以 下 
基本 关联 ， 

定理 1.2.2 设 和 AA,B 是 两 个 集合 .下 列 三 个 条 件 等 价 : 

(1) ACB; 

(2) ANB=A; 

(3) AUB=B. 

证 明 条 件 (1) 蕴 含 (2). 已 知 ACB, 著 xEA, 则 rEB, 故 
TEANB. 这 证 明 ACA 人 站 8B. 另 一 方面 ,车 zxEANMB, 则 xE€ A 
并 且 xEB. 因 此 A 门 BCA. 综 合 两 个 包含 关系 即 得 A 站 B=A. 

条 件 (2) 班 合 (1) .由 于 4 门 日 = 4 , 故 有 4 站 BA , 即 若 了 E 
及, 则 xzEA 并 且 x&EB. 这 证 明 ACB. 

条 特 (1) 等 价 于 (3) 的 证 明 完全 类 似 , 留 给 读者 补 证 ， 出 

我 们 在 讨论 某 -一 个 县 体 问题 时 ,所 涉及 的 各 个 集合 往往 都 是 
某 一 个 特定 的 “大 的 "集合 的 予 集 . 例如 在 平面 几何 学 中 ,我 们 研究 
的 所 有 图形 都 是 “全 平面 "这 样 一 个 集合 的 子 集 , 这 时 ,这 个 包含 着 
我 们 在 特定 的 情形 下 讨论 的 所 有 集合 的 这 样 一 个 集合 ,我 们 称 之 
为 基础 集 . 正如 我 们 在 研究 平面 几何 时 并 不 每 次 都 繁琐 地 指出 这 
个 平面 一 样 , 当 我 们 研究 问题 中 的 基础 集 自明 时 ,我 们 也 不 必 每 次 
提起 、 

定义 1.2.2 设 久 是 一 个 基 珊 集 .对 于 义 的 任何 一 个 子 集 
丰 , 我 们 称 多 一 入 为 A( 相 对 于 基础 集 久 而 言 ) 的 补 集 或 余 集 ,并 
且 记 作 CA ,为 了 方便 起 见 有 时 也 记 作 A. 

我 们 应 当 提 醒 读者 , 补 集 A“ 的 定义 与 基础 集 的 选取 有 关 . 所 
以 在 研究 某 一 个 问题 时 , 若 用 到 补 集 这 个 概念 ,在 整个 工作 过 程 中 
基础 集 必需 保持 不 变 . 


1.2 集合 的 基本 运算 9 


定理 1.2,3 设 六 是 一 个 基础 集 .车 44. 衣 为 X 的 子 集 , 则 


AU YG=A; AN = 
AUX=X; ANMNX=A 
AUA’=X; ANA’<g 
(AUB)=A'NB’; (ANB)Y=AUB 
A’=A 


证 上 明 ”定理 第 四 行 等 式 是 定理 1.2.1(5) 的 特殊 情形 . 其它 各 
款 的 证 明 容 易 , 留 给 读者 补 汪 、 要 

我 们 技 如 下 归纳 的 方式 定义 x Ez, 个 任意 集合 的 并 (并 集 } 
与 安 ( 交 集 ) : 当 == 1 时 , 某 一 个 集合 的 并 和 交 都 定义 为 这 个 集合 
自身 ; 当 m2>2 时 ,假定 x 1 个 任意 集合 的 并 与 交 已 定义 . 设 Ai， 
4;，…; 丰 ,是 个 集合 , 则 它们 的 并 与 交 分 别 定义 为 

AIU A UA, =CAU A UUA, UA. 
AMAMNEN A = (ANA NNA YINA, 

7 个 集合 的 并 A1UA,U…UA, 有 了 时 也 写作 Un 4,;n 个 集 
合 的 交 A 们 As 门 … 门 A, 有 时 也 写作 门 ， 4， 

由 于 定理 1,2. 1 中 给 出 的 交换 律 和 结合 律 , 可 见 在 并 A,U 
42U…UA, 与 交 A 门 4; 门 … 门 4A, 中 , 诸 A; 可 以 互 换 位 置 ,也 
可 以 任意 (用 括号 ) 指 定 运算 次 序 ,就 像 对 待 通常 实数 的 加 法 和 乘 
法 运算 那样 . 

还 要 提请 读者 注意 的 是 :有 时 我 们 会 用 到 “有 限 个 集合 的 并 
{或 交 )” 这 样 一 个 说 法 ,这 样 说 时 总 是 指 " 菜 n Ez, ( 即 4 之 1) 个 
集合 的 并 (或 交 )”. 请 读者 注意 ,我 们 迄今 并 未 定义 过 0 个 集合 的 
并 (或 交 ) ,尽管 我 们 将 来 还 会 以 某 种 方式 定义 “0 个 集合 的 并 ”, 伍 
我 们 永远 不 用 “0 个 集合 的 交 ” 这 种 说 法 . (参见 $1.6.} 


习题 
直到 现在 为 止 ,我 们 在 正文 中 验证 集合 间 的 包含 和 站 等 的 关系 都 是 通过 
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最 原始 的 办 法 , 即 通 这 验证 一 个 集合 的 元 素 是 否 居 于 另 一 个 集合 来 作 的 ,本 
节 中 的 定理 1.2.1 总 结 了 集合 运算 的 最 基本 ,最 重要 的 性 质 ,定理 1.2.2 将 
集合 则 的 包含 关系 用 集合 运算 的 诸 言 表达 了 出 末 ,而 定理 1.2.3 又 给 出 了 一 
些 简 明 的 表达 方式 .这 些 定理 为 我 们 验证 集合 的 包含 与 相等 提供 了 方便 的 工 
具 , 建 议 寺 害 在 完成 习题 的 时 候 尽 量 利 用 它们 - 

1. 说 4, 召 。C 都 起 集 台 .和 证明; 

(1) 4AC4UB, 以 及 ADA 站 Bi 

(2) 车 及 CB, 则 有 AUCCBUC 和 ANCCBNC; 

(3) 车 ACB, 则 B-tB-A4)=A. 

2. 设 某 一 个 基础 集 已 经 给 定 .证 明 : 

(DD) A-B=ANB'; 

(2) 4A- B=(AUB)~B=A-ANB; ‘ 

(3) 著 AYUB=X, 并 且 ANB= 名 , 则 有 A'=B 和 B=A; 

(0 A- BINGA2— Ba)=(A NN A) (BB,). 

3. 设 Al,A&1，…,AA,，B 都 是 集合 ,其 中 nn 为 正 整 数 ,证 明 : 

(17 分 配 律 


BN(UA.)= UCBNA.) 
BU(AA 

(2) De Morgan 律 
B-(UA)=A(B-A) 
B-(fMA)= WB-A) 

4. 设 A ,As ,4。 都 是 集合 ,其 中 为 正 整数 .证 明 : 

(4UasUUa) -A NA NN A,) 
={(A -AULA -ADU UA — ADIU(A, - A) 

5. 设 A 和 是 两 个 集合 .定义 A 与 B 的 对 称 关 A 的 B 为 

APBB=(A- BIU(B-A) 
证 明 ;集合 的 对 称 差 运算 满足 交换 群 公理 , 即 , 如 果 4 ,B 和 C 都 是 集合 , 则 
(1 A®B = BOA; 
(2) AB B=A; 


LBUA.) 
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(3) 存在 一 个 集 人 下 ,使 得 ADA = 儿 ; 

(4) (498B) 四 C= AD( BHC). 

6". 证 明 ;n>0 个 集合 经 过 并 , 交 , 差 三 种 运算 最 多 能 生成 2”“! 个 互 不 
相同 的 集合 ,并 且 确 实 有 n>0 个 集合 ,它们 经 过 并 , 交 , 差 三 种 运算 从 能 生 
成 22” 个 互 不 相同 的 集合 . 


$1.3 关系 


我 们 从 前 在 数学 的 各 种 科目 中 学 过 诸如 函数 ,次 序 , 运 算 , 以 
及 等 价 等 种 种 概念 ,它们 的 一 个 共同 的 特点 在 于 给 出 了 某 些 给 定 
集合 的 元 素 之 间 的 某 种 联系 . 为 了 明确 地 定义 它们 ,我 们 先 定义 
“关系 "而 为 了 定义 关系 ,又 必需 先 有 了 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 这 个 构 

定义 1.3.1 讼 和 和 了 是 西 个 集合 ,集合 

(zy) rEX,yEY)] 

称 为 多 与 的 笛 训 儿 积 , 记 作 天 XY 了 , 读 为 处 叉 科 .其 中 (zx,y) 是 
一 个 有 序 偶 ,z 称 为 (x,y) 的 第 一 个 享 标 ,y 称 为 (zy) 的 第 二 个 
坐标 .匀称 为 六 XY 的 第 一 个 坐标 集 ,Y 称 为 和 X 了 的 第 二 个 坐 
标 集 .集合 多 与 自身 的 笛 卡 儿 积 及 XX 称 为 和 的 2 重 ( 笛 卡 儿 ) 
积 ,通常 简单 记 作 X?. 

一 些 精明 的 读者 可 能 会 对 上 面 的 这 个 定义 提出 异议 ,因为 其 
中 出 现 了 一 个 未 经 定义 的 概念 有 序 偶 ”. 为 了 消 有 杰 这 部 分 读者 的 
疑虑 ,我 们 给 出 以 下 有 序 偶 的 定义 . 

定义 1.3.2 一 个 单 点 集 A 和 由 最 多 不 超过 两 个 元 素 构 成 
的 一 个 集合 了 两 者 组 成 的 集 旋 | A ,Bi 和 如 果 满 足 条 件 :ACB, 则 称 
为 一 个 有 序 偶 , 并且 记 作 (z,y) ,其 中 xz 为 满足 条 件 1zl=A 门 B 
的 唯一 元 素 ,?y 为 湾 足 系 件 { 工 ,y| 二 AUB 的 唯一 元 素 . 

有 点 儿 不 幸 的 是 我 们 用 于 有 序 偶 的 记号 和 用 于 “ 开 区 间 ” 的 记 
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号 是 一 样 的 ,有 时 容易 混淆 . 因此 在 可 能 发 生 混 消 的 情形 下 应 当 有 
必要 的 说 明 , 以 避免 误解 ， 

给 定 两 个 集合 ,通过 取 它 们 的 第 卡 儿 积 以 得 到 一 个 新 的 集合 
这 个 办 法 对 于 读者 并 不 陌生 , 以 前 学 过 的 数学 中 通过 实数 集合 构 
作 复 数 集合 ,通过 直线 构 作 平面 时 ,用 的 都 是 这 个 办 法 . 

我 们 症 当 注意 ,一 般 说 来 集合 X 与 集合 Y 的 第 卡 儿 积 XxY 
完全 不 同 于 集合 Y 与 集合 X 的 簿 卡 儿 积 YxX， 

定义 1.3.3 设 X, 了 是 两 个 集合 .如果 尽 是 和 与 了 的 笛 卡 
几 积 XXXY 的 一 个 于 集 , 即 RCXXY, 则 称 尺 是 从 到 Y 的 一 
个 关系 . 

定义 1.3.4 设 民 是 从 集合 XX 到 集合 YY 的 一 个 关系 , 即 
RCXXY. 加 果 (x,y)€R, 则 我 们 称 工 与 > 是 RR 相关 的 ,并 且 
记 作 zRy. 如 果 及 CX, 则 Y 的 子 集 

iyEY| 存 在 xzE A 使 得 xRy! 

称 为 集合 A 对 计 关 系 民 耐 言 的 银 汪 ,或 者 简单 地 称 为 荣 合 A 的 
象 集 ,或 者 称 为 集合 4 的 及 象 ,并 且 记 作 下 (A),R{X) 称 为 关系 
RR 的 什 域 . 

关系 的 概念 是 十 分 广泛 的 .读者 很 快 便 会 看 到 ,以 前 在 另外 的 
数学 学 科 中 学 过 的 函数 (映射 ), 等 价 , 序 , 运 算 等 等 概念 都 是 关系 
的 特例 . 这 里 有 两 个 特别 简单 的 从 集合 太 到 集合 了 的 关系 ,一 个 
是 义 xY 本 身 , 另 一 个 是 空 集 名 .请 读者 自己 对 它们 进行 简单 的 
考查 . 

定义 1.3.5 设 民 是 从 集会 义 到 集合 Y 的 一 个 关系 , 妓 
民 CXX 六 .这 时 身 卡 儿 积 了 XX 的 子 集 

{(y,r)E YXxXIzxRy} 

是 从 集合 了 到 集合 X 的 一 个 关系 ,我 们 称 它 为 关系 及 的 道 ,并 且 
记 作 尺 .如 暴 昌 CCY, 玉 的 子 业 尺 !(B) 是 集合 日 的 R-! 杀 ,我 
们 也 常 称 它 为 集合 B 对 于 关系 尺 而 言 的 原 铸 ,或 者 集合 日 的 民 
原 象 .特别 ,关系 尺 的 值 域 尺  (Y) 也 称 为 关系 尺 的 定义 域 . 
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定 久 1,3.6 设 民 是 从 集合 X 到 集合 了 的 一 个 关系 , 即 
民 CXXY,S 是 从 集合 Y 到 集会 Z 的 一 个 关系 , 即 SCYXZ. 集 


合 


i(z,z)EXXZ| 存 在 yE Y 使 得 xRy 并 且 ySz| 
是 笛 卡 儿 积 入 XZ 的 一 个 子 集 , 即 从 集合 X 到 集会 Z 的 一 个 关 
系 , 此 美 系 称 为 关系 民 与 关系 S 的 复合 或 积 , 记 作 S 。R. 

定理 1,3,1 设 民 是 从 集合 XX 到 集合 Y 的 一 个 关系 ，,S 是 从 
集合 了 到 集合 Z 的 一 个 关系 ,了 是 从 集合 Z 到 集合 口 的 一 个 关 
系 . 则 ;， 

(1 (R71) =R; 

(2) (S oR) t=R St!, 

(3) T olS eR)=(T 。 8)oR. 

证 明 (1) (x,y)€(R 1!) ' 意 即 z(R '!) 'y, 这 当 且 仅 当 
IR 1 工 , 而 这 又 当 和 且 仅 当 xRy ,然而 这 就 是 (xz,，y) ER 的 意思 ,于 
是 我 们 证 明了 (R y=R. 

(2) 和 (3) 的 证 明 都 像 (1) 一 样 根据 定义 直接 验证 ,请 读者 自己 
补 证 ， 国 

定理 1,3.2 设 民 是 从 集合 凡 到 集合 Y 的 一 个 关系 ,3 是 从 
集会 Y 到 集合 Z 的 一 个 关系 . 则 对 于 因 的 任意 两 个 子 集 及 和 日 ， 
我 们 有 ; 

(1) R(AUB)= RCA)U RCB); 

(2) RC(ANB)CRCOAIN RGB); 

(3) (S 。 R)(A)=S(R(A)). 

证 明 1) 如 果 yE R(AUB), 则 存在 zEAUB 使 得 xzRy. 
分 为 两 种 情形 , 当 EA 时 ,有 wyER(A); 当 zEB 时 ,有 yE 
R(B). 总 之 ,只 要 是 zE AUB, 我 们 便 有 y€ R(A}U RCB). 这 
样 我 们 便 证 明了 R(AUB)CR(A)UR(B). 反 过 来 的 包含 关系 
的 证 明 是 类 似 的 , 留 给 读者 去 做 . 
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(2) 和 (3) 的 证 明 也 都 是 像 (1) 的 证 明 一 样 根据 定义 进行 直接 
验证 ,请 读者 自己 补 证 ， 图 

在 本 节 的 最 后 我 们 要 担 到 有 限 个 集合 的 笛 卡 儿 积 的 概念 , 它 
是 两 个 集合 的 香 卡 儿 积 的 概念 的 简单 推广 . 

定义 1.3.7 设 忆 ,XXX 是 zaDP1 个 集合 .集合 

fz za ,|x1E XI rE Ryser EX,} 

称 为 Xi ,XXX 的 笛 卡 儿 积 ,并 且 记 作 XXX, X… XX, 或 
者 开 -1 Xi 其 中 (zza…yzn) 为 有 次 序 的 风 元 素 组 ,zfi=1， 
2 有 n) 称 为 元素 组 (zi ,To1…, Xz) 的 第 i 个 稚 标 ,XK(i=1， 
2,""' ,nn) 称 为 科 卡 儿 积 XXX x…XxX 的 第 i 个 坐标 集 - 

7321 今 集合 贸 的 芒 卡 儿 各 XXXX.…XX 常 简单 地 记 作 


na 
人 


像 在 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 的 定义 中 的 情形 一 样 ,在 这 个 定义 
中 "有 次 序 的 = 元 素 组 "也 是 一 个 未 经 定义 的 梳 念 ,但 读者 不 难 发 
现 ,仿照 前 面 有 序 偶 的 定义 方式 ,容易 给 出 它 的 严格 定义 . 这 件 事 
留 给 读者 自己 去 做 . 

严 个 集合 的 简 卡 儿 积 的 概念 读者 必然 也 不 会 感到 陌生 ,在 线 
性 代数 中 4 维 欧 氏 空间 作为 集合 而 言 就 是 个 直线 (作为 集合 而 
言 ) 的 篆 卡 儿 积 . 

需要 提醒 读者 的 是 ,如 果 你 在 给 定 的 = 个 集合 中 交换 了 集 台 
的 次 序 ,一 般 说 来 得 到 的 币 卡 儿 积 会 是 完全 不 同 的 集合 .至 今 我 们 
并 未 定义 “0 个 集合 的 笛 卡 儿 积 ", 此 事 将 来 再 以 某 种 方式 补充 ， 
(参见 $9.1.) 


可 题 


1, 设 X=fa, 丰 ,Y={c,d ,ej. 试 列举 箔 卡 儿 积 XXxYY 中 的 所 有 元 素 . 
2. 设 革 和 Y 都 是 集合 .证 明 : 对 于 长 的 任何 子 集 4 ,已 和 Y 的 任 向 子 
集 C,D, 有 : 
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(AUB)x(CUD)=(4xC)UGC4xD)U 
(BXOU(BxXD) 
(4anB)x(CnD)=(4xC)mCBaxDD) 
(KXY)-(AxXC)=((X- A)x YU(Xx(Y- CN) 
(4-B)xC =(4xC)-(BxC) 
3. 设 X=ta,b,cl,Y=1d,e,f,gl,R= [la,adl,ia,ei,15,fi|, 令 A 
=1a,cl,B=1d,e,g|. 试 求 尺 (A),R 1{B),R 的 值 域 ,和 RR 的 定义 域 . 
4. 设 尺 是 从 集合 XX 到 集合 了 的 一 个 关系 ,证 明 下 列 条 件 等 价 ， 
《1) 对 于 任意 A,BCX,R(A)N 站 R(B)= R(ANB); 
《2) 对 于 任意 ,yEX,zy,R(IzDNR(1yI)=. 
5. 设 X ,XX2, 共 ; 是 三 个 集合 - 什么 时 候 有 XI x Xi Xx X; = Xi XX 
X17 
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初等 数论 中 的 同 余 类 的 概念 , 群 论 中 的 商 群 的 概念 ,乃至 于 解 
析 几 何 中 的 自由 向 量 的 概念 等 等 都 是 读者 所 熟知 的 . 这 些 概念 的 
精确 定义 事实 上 都 有 赖 于 本 节 中 所 讨论 的 等 价 关系 的 概念 .在 本 
书 中 我 们 将 通过 等 价 关系 来 定义 拓扑 空间 的 商 空间 . 

定义 1.4.1 设 X 是 一 个 集合 .从 集合 义 到 集合 凡 的 一 个 关 
系 将 简称 为 集合 六 中 的 一 个 关系 .集合 关中 的 美 系 | (zz ,xz)| 
全 | 称 为 值 同 关 系 ,或 恒 同 ,对 铅 线 , 记 作 A(X) 或 A. 

定义 1.4.2 设 尺 是 集合 XX 中 的 一 个 关系 ,关系 民 称 为 自 反 
的 ,如 果 A(X)CR, 妈 对 于 任何 xEX, 有 xzRz ;关系 R 称 为 对 称 
的 ,如果 民 = 民 , 即 对 于 任何 z,yE 久 ,如果 zxRy 则 yRzx; 关 系 
民 称 为 反对 称 的 ,如 果 尽 门 R 1= 好 , 即 对 于 任何 XAyEX, rRYy 
和 yRzx 不 能 同时 成 主 ; 关 系 民 称 为 传递 的 ,如 果 尺 。 民 CR, 即 对 
于 任何,y,zEXX, 如 果 xzRy,yRz, 则 有 zxRz， 
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集合 义 中 的 一 个 关系 如 果 同 时 是 自 反 ,对 称 , 和 传递 的 , 则 称 
为 集合 针 中 的 一 个 等 价 关系 、 
容易 验证 集合 X 中 的 恒 间 关系 A(X) 是 自 反 ,对称 ,传递 的 ， 
因此 是 X 中 的 一 个 等 价 关系 - 
集合 X 的 每 集 他 叉 ) 中 两 个 元 素 ( 即 集合 X 的 两 个 子 集 ) 之 
闻 的 “相等 关系 "可 以 理解 为 集合 HX)X 9(X) 的 子 集 
HA,B)HA,BESX),A=Bl 
从 定 琴 11 中 可 网 , 它 是 自 反 ,对 称 , 传 递 的 ,因此 是 P(X) 中 的 
一 个 等 价 关系 . 
集合 和 的 寒 集 2(X) 中 两 个 元 素 ( 即 集合 X 的 两 个 子 集 ) 之 
间 的 “包含 关系 ”可 以 理解 为 集合 绕 鲜 )x 红 针 ) 的 子 集 
AB) A,BENX), ACHB: 
根据 定理 1.1.2 可 见 , 它 是 自 反 的 ,传递 的 ,但 容易 知道 它 不 是 对 
称 的 ,因此 不 是 人 江 XX) 中 的 一 个 等 价 关 系 、 
集合 X 的 等 集 缴 X) 中 两 个 元 素 ( 即 集会 X 的 两 个 子 集 ) 之 
间 的 “真子 集 关系 ”可 以 理解 为 集合 芭 X) x P(X) 的 子 集 
{{A,B)IA,BERAX),ASBI 
根据 定理 1.1.3 可 见 , 它 是 反对 称 的 ,传递 的 ,但 它 不 是 自 反 的 , 因 
而 不 是 注入 ) 中 的 一 个 等 价 关系 ， 
实数 集合 及 中 有 一 个 通常 的 小 于 关系 < , 邯 民 x 尽 前 子 集 
[x,y) zyER, rz<y) 
容易 验证 关系 忌 是 反对 称 的 ,传递 的 ,但 不 是 自 反 的 . 
设 p 是 一 个 素数 .我 们 在 整数 集合 Z 中 定义 一 个 关系 三 。 如 
下 ， 
二 ,二 |(z,y)E€2 xZ | 存在 n€2 使 得 一 y= 1] 
关系 ==。 常 称 为 模 pp 等 价 关系 .容易 验证 模 p 等 价 关 系 二 ,是 自 
反 的 ,对 称 的 ,传递 的 ,因此 是 中 的 一 个 等 价 美 系 . 
定义 1.4.3 设 尺 是 集合 全 中 的 一 个 等 价 关系 .集合 多 中 的 
两 个 点 xz，y, 如 果 满 足 条 件 ;:xRy, 则 称 xz 与 是 及 等 价 的 ,或 简 
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称 为 等 价 的 ;对 于 每 一 个 zE 吕 ,集合 避 的 子 集 |3 乞 辟 |zRy| 称 为 
工 的 尺 等 价 类 或 等 价 类 , 常 记 作 [之 ]s 或 [z], 并 且 任何 一 个 yE 
[z]s 都 称 为 尺 等 价 类 [z]a 的 一 个 代表 元 素 ; 全 族 i[ 了 jlzE 
时 | 称 为 集合 X 相对 于 等 价 关系 及 而 言 的 商 集 , 记 作 和 JR . 

我 们 考虑 整数 集合 Z 中 的 模 2 等 价 关 系 三 ,. 易 见 ,1 三 ,3 和 2 
三 ,8. 因 此 1 与 3 是 =, 等 价 的 ,2 和 8 也 是 =; 等 价 的 .整数 2 所 
属 的 等 价 类 是 所 有 偶数 构成 的 集合 ,每 一 个 偶数 都 可 以 叫做 这 个 
等 价 类 的 一 个 代表 元 素 . 此 外 易 见 , 商 集 Z | 二; 有 且 仅 有 两 个 元 
素 : 一 个 是 所 有 奇数 构成 的 集合 , 另 一 个 是 所 有 偶数 构成 的 集合 . 

下 画 这 个 定理 说 明 ,给 定 了 一 个 等 价 关系 ,等 于 说 给 定 了 一 个 
分 类 的 原则 ,把 一 个 非 空 集合 分 割 成 一 些 非 空 的 两 两 无 交 的 等 价 
类 ,使 得 这 集合 的 每 一 个 元 素 都 在 某 一 个 等 价 类 中 . 

定理 1.4,1 设 民 是 非 空 集合 部 中 的 一 个 等 价 关 条 . 则 : 

(1) 和 如果 XEX, 则 ZETx]r ,因而 [zx]g 到 多 ; 

(2) 对 于 任意 x,yEXX, 或 者 [x]e [yje ,或 者 [za 站 [yj 
= 好. 

证 明 (1) 设 EX, 由 于 尺 是 自 反 的 ,所 以 zRz ,因此 [z]。 
天 他 . 

(2) 对 于 任意 开 ,yEX, 如 果 [z]s 站 [ya 天 好 , 设 >E[z] 
门 [y]g 关 多 .此 时 有 =Rz 和 xzRy. 由 于 RR 是 对 称 的 ,所 以 zRz .又 
由 于 RR 是 传递 的 ,所 以 xRy. 

对 于 任何 一 个 :和 [rz]g, 有 十 z, 由 上 述 zRy 和 尺 的 传递 性 
可 见 iRy, 即 上 E [y]. 这 证 明 [z]zcC[y]s. 

同 理 可 证 [y]aCfz]x. 因 此 [xz =[yJx， 笑 

在 初等 数论 中 我 们 早 就 知道 整数 模 ( 素 数 )p 的 等 价 关 系 一 。 
将 整数 集合 Z 分 为 互 不 相交 的 等 价 类 ,每 -个 等 价 类 [z+], 常 简 
单 地 记 作 [zx], , 称 为 整数 = 的 模 p 同 余 类 . 
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让 我 们 再 回忆 一 下 在 解析 几何 学 中 定义 自由 向 量 的 过 程 : 首 
先 将 痊 定 向 量 定义 为 平面 (或 x 维 欧 氏 空间 ) 中 的 有 序 偶 ; 然 后 在 
全 体 固定 向 量 构成 的 集合 (暂时 记 为 X) 中 定义 一 个 关系 一 ,使 得 
两 个 固定 向 量 x 和 y 一 相关 ( 即 x 一 y) 当 且 仅 当 x 能 通过 平面 
(或 维 欧 氏 空 间 ) 的 一 个 平移 与 y 重合 . 容易 验证 这 个 关系 一 是 
XX 中 的 一 个 等 价 关系 . 每 一 个 一 等 价 类 便 称 为 一 个 自由 向 量 . 


习 是 


1, 举 出 满足 自 反 ,对称 ,传递 三 性 质 中 的 两 条 而 不 满足 其 余 一 条 的 关系 
的 例子 . 

2. 设 尺 是 集合 X 中 的 一 个 对 称 , 传 递 的 关系 .证 明 R 是 一 个 等 价 关系 
当 且 仅 当 尺 的 定义 域 为 X. 

3， 斌 给 出 实数 集合 及 中 的 一 个 等 价 关系 民 , 它 使 得 离 集 

RIR=|{zER!Iz20),|zERlz<Ot 
4. 实数 集合 恨 中 的 一 个 关系 民 定义 为 
R=i(z,y) ER |r-yEZ| 

证 明 RR 是 一 个 等 价 关 系 . 

5. 设 Ri ,R, 是 集合 X 中 的 两 个 等 份 关系 .证 明 玉 ,? 只 仍然 是 集合 忆 


中 的 一 个 等 价 关系 当 且 仅 当 Rie R, = Razo Ri - 
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数学 分 析 中 的 函数 概念 , 群 论 中 的 同 态 概 念 ,线性 代数 中 的 线 
性 变换 概念 等 等 都 是 读者 所 热 知 的 概念 .这 些 概念 的 精确 定义 事 
实 上 都 有 蒜 于 本 节 中 所 讨论 的 映射 概念 、 

定义 1.5.1 设 斑 是 从 集合 XX 到 集合 的 一 个 关系 ,如 果 对 
于 每 一 个 了 EX 存在 唯一 的 一 个 yE Y 使 得 xFy, 则 灰 下 是 从 多 
到 YY 的 一 个 贞 射 ,并 且 记 作 下: 久 二 .换言之 ,下 是 一 个 映射 ,如 
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果 对 于 每 一 个 EX: 

(1) 存在 yE Y ,使 得 rzFyi 

(2) 如 果 对 于 yi，y2€EY 有 zFyt 和 zxFyz, 则 y1= ya- 

定义 1.5.2 设 针 和 YY 是 两 个 集合 , 户 : XY 了 ( 读 做 下 是 从 
义 到 YY 的 一 个 映射 ). 对 于 每 一 个 zEXX, 使 得 zFy 的 唯一 的 那个 
3EY 称 为 工 的 象 或 值 , 记 必 下 (xz); 对 于 每 一 个 yE€EY 了 ,如果 XE 
XX 使 得 xFy( 即 是 x 的 象 ), 则 称 工 是 ? 的 一 个 原 象 . (注意 :yE 
Y 可 以 没有 原 象 ,也 可 以 有 不 止 一 个 原 象 . ) 

由 于 映射 本 身 便 是 关系 ,因此 ,如 果 五 是 从 集合 X 到 集合 站 
的 一 个 映射 ,那么 : 

(1) 对 于 任何 ACX, 象 F(A) 有 定义 ,并 且 

F(A)= |F(zx)|rEA! 
(2) 对 于 任何 BCY , 原 象 F-!(B) 有 定义 ,并 且 
FICB)=tzEXiF(z)EBj 

{3) 如 果 Z 也 是 一 个 集合 并 且 G: 了 -~2Z, 则 关系 的 复合 G。 
下 作为 一 个 从 区 到 2 的 关系 有 定义 3 

(4) 下 一 作为 大 Y 到 久 的 一 个 关系 有 定义 ,但 一 般 说 来 下 
不 是 一 个 从 Y 到 和 的 映射 ; 

(5) 下 的 定义 域 有 定义 ,并 且 它 就 是 Xi 

(6) FF 的 值 域 有 定义 ,并 且 它 就 是 F(X). 

定理 1.5.1 设 义 ,Y 和 Z 都 是 集合 .如 果 FF:X>Y 和 G:Y 
局 2Z, 则 G o 下 :XZ ;并且 对 于 任何 zx€ XX, 有 

G oFlzx)}= G(F(z)) 


证 阴 本 定理 前 一 个 结论 的 证 明 即 验证 关系 G 。F 满足 映 
射 的 定义 中 的 要 求 .首先 ,对 于 每 一 个 zEX, 令 y= F(zr), 即 
ZEF7; 令 zx=G(3) 即 yGz. 从 而 根据 关系 复合 的 定义 ,我 们 便 有 
ZG 。Fzx. 其 次 , 若 设 zi,zzE2 使 得 zG。Fze 和 .5cG 。Fz;, 则 
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存在 六 所 了 使 得 zFy 和 yi Gzi; 也 存在 y,€ Y 使 得 zFy 和 
yzGzx2. 由 于 下 和 G 都 是 映射 ,从 zFy 和 zrFy; 可 见 yi ==yy ;从 
yi1Gzi 和 yyGzz 又 可 见 zl = z;. 所 以 我 们 有 G 。F:X>2. 

从 上 一 段 的 证 明 中 我 们 已 经 可 见 ,G。F(z)= GEF(z)) 对 
于 每 一 个 zxEX 成 立 , 即 本 定理 的 后 一 个 结论 为 真 ， 国 

今后 我 们 常用 小 写字 母 f,g ,hh，,…… 表 示 贞 射 ， 

定理 1,5.2 设 卫 和 YY 是 两 个 集合 ,f; 久 -*Y. 如 果 A,BC 
YY, 则 

人 FF (AUB)= 7 (AYU FB); 

C2) FANB)= FAN (BY; 

(3) f° (M4-B)=f (A)- fF (BY). 

入 言 之 ,映射 的 原 象 保持 集合 的 并 , 交 , 状 运算 . 

证 明 由 于 广 : 是 一 个 关系 ,所 以 根据 定理 1.3.2, 本 定理 第 
《1) 款 中 的 等 式 无 须 证 明 ; 为 证 明 第 (2) 款 中 的 等 式 也 只 要 补充 证 
明 

fF (ANBIOF HUAIN BY 
现 证 明 如 下 ; 设 各 产 :(4) 门 广 :(B), 由 于 ze (4), 故 
Az)EA; 由 于 IEf(B), 故 f(z)EB. 从 而 f(x)EANB，, 
即 ze 广 !(A 介 B). 因 此 以 上 要 证 明 的 包含 关系 成 立 . 

第 (3) 款 的 等 式 的 证 明 也 是 直接 的 ,请 读者 自己 补 证 ， 雷 

定义 1.5.3 设 XX 和 YY 是 两 个 集合 ,f:XX>Y. 如 果 六 中 的 
每 一 个 点 都 有 原 销 ( 即 了 的 值 域 为 了 , 亦 即 A(X) = 了 ), 则 称 了 是 
一 个 满 射 ,或 者 称 了 为 一 个 从 时 到 了 上 的 映射 ;如 果 站 中 不 同 的 
点 的 象 是 了 中 不 同 的 点 ( 即 对 于 任何 zl ,zzE 时 ,如果 工 天 za 风 
有 (xi) 关 F(z3)), 则 称 了 是 一 个 单 射 ;如 果 了 既是 一 个 单 舟 又 
是 一 个 满 射 , 则 称 三 为 一 个 既 单 且 满 的 黄 射 ,或 者 一 一 映射 . 

加 果 六 其 ) 是 一 个 单 点 全 ， 则 称 子 是 一 个 党 值 映 射 , 并 且 当 
FOX)= |y1 时 ,我 们 也 说 了 是 一 个 取 党 值 y 的 映射 
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易 见 , 集 含 X 中 的 恒 同 关系 A( 改 ?是 从 所 到 X 的 一 个 一 一 观 
射 , 我 们 也 常 称 之 为 (集合 X 上 的 ) 恒 同 映射 或 恒 同 ,有 时 也 称 之 
为 单位 映射 ,并 且 也 常用 记号 ix 或 i: 久 一 六 来 表示 它 . 根据 定义 
易 见 ,对 于 任何 tzEX, 有 ix(z)=z. 概 言 之 , 恒 同 映射 便 是 把 每 
一 个 点 映 为 这 个 点 自身 的 映射 . 

由 于 下 面 的 这 个 定理 ,一 一 映射 也 称 为 可 道 映射 

定理 1.5.3 设 X 和 和 是 两 个 集合 .又 设 太 :X->Y. 如 果 上 上 
是 一 个 一 一 映射, 则 f°! 便 是 一 个 从 了 到 多 的 映射 {因此 我 们 可 
以 写 "1: YXX) ,并且 是 既 单 且 满 的 .此 外 我 们 还 有 : 

fof=ix 和 fof =iy 

证 明 首先 证 明 广 :是 一 个 映射 . 由 于 了 是 满 的 , 故 对 于 任何 
一 个 yE Y= f(X), 存 在 XxEX 使 得 y= f(x), 即 x 与 y 是 f 相 
关 的 , 亦 即 y 与 x 是 广 :相关 的 ;其 次 如 果 有 zl,zz 和 X 使 得 y 与 
zlyy 与 zz 分别 是 :相关 的 , 亦 即 y= f(x,) 和 y= F(x), 由 于 
了 是 单 的 ,所 以 ri = zz, 这 就 完成 了 广 !: YX 的 证 明 . 

广 :是 清 的 .因为 对 于 任意 zEX, 如 果 令 y= F(z)EY, 则 > 
= 了/'(y). 从 而 让 1:(Y)=XX. 

广 ' 是 单 的 .因为 如 果 有 y,,y, EY 使 得 f(y)=f'(y,) 
=XEX, 则 有 y= f(zx)=y,. 

现在 来 验证 广 :了 = 六 .对 于 任何 一 个 zxEEX, 若 令 zl = 
(六 有 (zx), 则 z= 了 (f(z)), 从 而 f(z)= f(z1). 由 于 /是 
单 射 , 故 =zl 于 是 z=( 广 门 (z) 对 于 任何 zEX 成 立 .这 就 
证 明了 广 f= zx. 等 式 六 六 = 的 证 明 类 似 、 国 

定理 1.5.4 设 和 ,YY 和 2 都 是 集合 ,f :XY,g:Y 一 Z. 如 
果 和 g 都 是 单 射 , 则 5 of:X->Z 也 是 单 射 ;如 果 和 g 都 是 


满 射 , 则 g 。f :XZ 也 是 满 射 .因此 ,如 果 卫 和 8 都 是 一 一 联 
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射 , 则 g of:XX 了 Z 也 是 一 一 映射 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 ， 国 

定义 1.5.4 设 久 和 YY 是 两 个 集合 ,A 是 XX 的 一 个 子 集 . 映 
对 [XY 了 和 g:A 一 Y 加 果 满 足 条 件 gCCf, 凤 对 于 任何 a A 
月 f(a)= g(a), 则 称 上 是 了 的 限制 ,也 称 是 g 的 一 个 扩张 , 记 
作 g= .fla. 特 别 地 , 量 同 映射 这 :X-> 和 在 时 的 子 集 4 上 的 限制 
ix1a: 和 A 四 称 为 内 射 .这 时 我 们 存 对 于 任何 a€EA,ix|a(a)=a. 

将 映射 定义 作为 一 种 特别 的 关系 ,从 理论 上 来 说 是 十 分 清晰 
的 .这 样 敌 的 本 意 在 于 使 得 在 我 们 的 理论 系统 中 除了 “集合 "和 “元 
素 " 不 再 有 任何 未 经 定义 的 对 象 . 如 果 每 一 次 定义 一 个 映射 都 要 将 
这 个 映射 写成 它 的 定义 域 与 值 域 的 笛 卡 儿 积 的 一 个 子 集 , 这 毕竟 
是 件 麻烦 事 ;因此 我 们 在 定义 映射 时 宁愿 采用 我 们 从 前 惯用 的 办 
法 :为 定义 域 中 的 每 一 个 点 指定 值 域 中 的 一 个 点 作为 它 的 象 .以 下 
我 们 定义 往 后 经 常 要 用 到 的 两 个 映射 作为 例子 ， 

定义 1.5.5 设 XXX， 是 ?321 个 集合 ,Ti ar 从 
管 卡 几 积 X= XX XX-…X 下, 到 它 的 第 i 个 坐标 全 和 的 投射 
(或 称 第 i 个 投射 )p,: 久 王 X; 定义 为 对 于 每 一 个 = (zy2a 
EX, pi (x)= x;. 

事实 上 ,第 站 个 投射 六 的 上 述 定义 便 是 定义 

Pi = {rizars za) zi) (x1 T2707, ws ) EX 

CXxX, 

只 本 过 说 法 换 了 而 已 . 

定义 1.5.6 设 尺 是 集合 丑 中 的 一 个 等 价 关 系 -. 从 集合 到 
它 的 商 集 XIR 的 自然 投射 户 : XXX) 妨 定义 为 对 于 每 一 个 x 天 ， 
Lr)= Lr]. 

事实 上 ,自然 投射 p 的 上 述 定义 便 是 定义 

p= i(zr,[z]a)lxE XICNx XIR 
只 不 过 说 法 换 了 而 已 . 
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习 题 


1. 设 X 和 Y 是 两 个 集合 , 广 X~ 了 .还 明 : 
(1) 对 于 任意 ACX,ACF1(F(A)); 
(2) 对 于 任 臣 BCY, BF(f 1(B)); 
(3) 了 是 一 个 满 射 当 且 仅 当 
B=f(f° "(8B)) 

对 于 任何 BCY 成 立 . 
2. 设 久 和 Y 是 两 个 集合 ,f:X-*Y. 证 明 下 列 条 件 等 价 : 
(1) 了 是 单 射 ; 
《2) 对 于 任意 4 ,BCX, FA 站 B)= FAAYN TICB); 
(3) 对 于 任意 ACX,A= 产 (FA)D7i 
(4) 对 于 任意 ACX, FX- A)= AX)- f(a). 
3. 设 X 和 YY 是 两 个 集合 ,f:X 一 .证 明 下 列 条 件 等 昼 : 
(D 是 一 一 映射 
(2) 广 ! 是 满 射 ; 
(Wf f= 和 fF of =iy, 

其 中 iz 和 iy 分别 是 X 和 YY 的 恒 同 映射 . 

4. 设 XX! 入 , 是 两 个 集合 ,p; :XX, x XX 一 XX: 是 第 ; 个 投射 ,其 中 z= 1 


(DD 在 什么 情况 下 p; 是 满 的 ? 在 什么 情况 下 方 是 单 的 ? 

(2) 设 w 拓 站- 写 出 集合 p,'(a) 来 ， 

5. 设 关 是 一 个 集合 .定义 A:X-~XxX 使 得 对 于 任意 zxEX,A(z)]= 
《zyz). 证 明 ， 

(1) A 是 一 个 单 射 

{2) p;?A=ix ,其 中 p. 是 XX 不 的 第 i 个 投 冉 ,i 二 1,2; 

(3) ACX) 即 是 定义 1.4.1 中 的 对 角 线 . 

6. 设 X 和 了 是 两 个 集合 ,aE X,5E TY. 定义 觅 射 4 。:X-~X 工 便 得 
对 于 任意 <GX 有 ,Lz)=(z,4); 定 义 上 映射 上 2。: Y 一 Xx YY 使 得 对 于 任 
意 yE Y 了 有 k2。(y)= (a,y), 证 明 : 
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(1) ,w 和 s,s。 都 是 单 射 ; 
(2) as (X= KKB ka CY) = lalxY; 
(3) pio ks =ixs pa ae = iys 
(4) pi? 外 .。:Y-* 久 为 取 常 值 a 的 映射 ; ps° ks :XX 了 为 取 常 值 6 的 
典 射 ， 
其 中 p: 是 XxX 的 第 i 个 投射 ,i=1,2 
7. 设 X 和 X, 是 两 个 集合 . 令 
OX Xa)= {zl,2 XU Xr EX ,x(2)E Xa} 
定义 胰 射 并 (Xi ,XX ) 一 XX Xs 使 得 对 于 每 一 个 天 E IE(XI,X:) 有 天 
=(z(b,z(2))EXI x Xs. 证 明 j 是 一 个 一 一 贞 射 、 
8, 设 了 ,8g, 都 起 映射 .证明 ; 
{1) 了 是 了 的 扩张 {限制 ); 
(2) 如 果 f 是 g 的 扩张 ( 限 解 ),g 是 有 的 扩张 (限制 ), 划 了 是 h 的 扩张 
《限制 ); 
{3) 如 果 是 5 的 扩张 (限制 ) ,并 且 5 也 是 了 的 扩张 (限制 ), 则 f=g. 
9. 设 秆 和 了 是 两 个 集合 , 产 X -YY,gE: YX. 证 明 :如 果 了 oag=air， 
则 有 是 一 个 单 射 ,是 一 个 满 射 ， 
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设 了 是 一 个 集合 . 如 果 对 于 每 一 个 yE 了 ,指定 了 一 个 集合 
A， ,我 们 就 说 给 定 了 一 个 有 标 集 族 |A, | cy ,或 者 在 不 至 于 引起 混 
活 的 情形 下 干脆 说 给 定 了 一 个 集 族 i4,}yer, 同 时 丁 称 为 (有 标 ) 
集 族 {4,1yer 的 指标 集 ， 

某 些 读者 可 能 对 于 有 标 集 族 的 上 述 定义 持 异 议 .事实 上 这 个 
概念 可 以 严格 地 定义 如 下 ; 设 厂 是 一 个 集合 ,以 是 一 个 ( 通 当 意义 
下 的 ) 集 族 .每 一 个 满 射 :一 x 称 为 一 个 以 本 为 指标 集 的 集 族 . 
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此 时 如 果 将 g (7Y) 改 记 为 A, , 则 按 映射 的 定义 我 们 有 pg = 长 7， 
4r)17EPiICPx 吧 按 通常 习惯 p 常 记 作 {A,| yer. 

有 标 集 族 |Aviyer 中 所 涉及 的 所 有 集合 4 ,构成 一 个 通常 意 
义 下 的 集 族 , 按 照 标 准 的 记 法 它 应 当 是 14, | YET} . 这 个 通常 意 
义 下 的 集 族 1 A, |7YET| 与 有 标 集 族 14,1yer 的 不 同 在 于 , 它 仅 与 
由 哪些 元 紊 构 成 有 关 , 而 与 它 的 每 一 个 元 豪 由 丁 的 哪 一 个 元 素 指 
定 无 关 . 

例如 ,如 果 厂 是 一 个 集合 , 当 我 们 谈 到 有 标 集 族 | 民 |yer 时 ， 
我 们 强调 的 是 对 于 每 一 个 >E 了 都 指定 着 同一 个 集合 有 ;然而 这 
时 这 个 有 标 集 族 涉 及 的 所 有 集合 构成 单 点 集 j 及 上 

设 是 一 个 通常 意义 下 的 集 族 .我 们 令 厂 = 双 并 且 对 于 每 一 
个 4EP ,指定 集 合 A, =4, 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 以 = of 为 
指标 集 的 集 族 | A |4ew, 按 照 这 个 做 法 我 们 常 将 集 族 x 理解 为 有 
标 集 族 {Aj sex, 并 且 通常 对 两 者 不 如 区 别 . 在 这 个 约定 下 ,通常 意 
义 下 的 集 族 是 一 类 特殊 的 有 标 集 族 . 因此 ,下文 对 于 有 标 集 族 的 并 
与 交 运 算 的 定义 对 于 通常 意义 下 的 集 族 也 当 是 有 效 的 . 

由 于 有 标 集 族 与 通常 意义 下 的 集 族 在 记号 上 有 明显 的 区 别 ， 
所 以 在 不 至 于 引起 概念 上 的 混 滑 的 情形 下 我 们 也 常 将 有 标 集 族 简 
称 为 集 族 ,将 指标 集 非 空 的 有 标 集 族 简 称 为 非 空 集 族 . 

定义 1.6.1 设 给 定 了 一 个 集 族 Ay|yer. 集 会 

[zl 存在 YE 本 使 得 z 世 A,| 

称 为 集 旋 1A, | ver 的 并 集 或 并 , 记 作 ,erA,; 当 指标 全 古 非 空 
时 ,集合 


{zl 对 于 任何 YE 本 有 zx EA,} 
称 为 集 族 | 有 Ay| yer 的 变 所 或 变 , 记 作 门 ,erA,， 
需要 提请 读者 注意 的 是 : 当 指 标 集 厂 是 空 集 时 ,容易 验证 集 
族 |4A,iyer 的 并 集 UyerAy( 不 妨 理 解 为 “0 个 集合 的 并 ”) 是 一 个 
空 集 ; 而 集 族 {4,1 ,er 的 交集 门 ,enAy 没有 定义 .假若 这 时 仍 按 原 
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式 给 予定 义 ,将 会 导致 们 yer4y 是 一 个 包容 一 切 事物 的 集合 ; 特 
别 , 这 个 集合 本 身 也 是 自己 的 一 个 元 素 .在 $1 中 我 们 说 过 ,这 种 
情形 是 不 能 容许 的 , 正 因 为 如 此 ,有 些 作者 采用 以 下 约定 : 当 所 考 
虑 的 问题 中 基础 集 已 经 给 定 或 自明 时 ,如 果 指 标 集 本 是 空 集 , 规 
定 集 族 {A,| yer 的 交集 为 基础 集 . 本 书 不 采用 这 个 约定 ， 

读者 容易 知道 ,上 述 定义 实际 上 分 别 是 有 眼 个 集合 的 并 和 交 
的 运算 的 推广 ,因为 给 定 了 有 限 个 集合 X,,X，，,…,X。 实际 上 等 
于 给 定 了 一 个 有 标 集 族 |A, | ie.z -si 

座 下 定理 16.1 指出 ,有 标 集 族 的 并 与 交 的 运算 只 与 这 个 集 
族 涉及 的 那些 集合 有 关 . 事 实 上 ,引进 有 标 集 族 的 概念 只 是 在 今后 
定义 一 族 集 合 的 笛 卡 儿 积 时 才 具 有 本 质 上 的 重要 性 ， 

定理 1.6,1 设 14A;|yer 和 1Bsjses 是 两 个 非 空 集 族 . 如 果 
{4y17YETI= [B16E4), 则 有 


,= UB， 


~ a 


Ay = [NB; 


Qk SEB 
特 列 地 ,如 果 p= j 妨 ,YET| , 则 有 
a,= Ua 
?ED AE 
Qo,= A 
证 明 例如 证 明定 理 中 的 前 一 个 等 式 . 若 =E Uye rhy ,根据 
定义 存在 yoE 工 使 得 zEA， .由 于 
A EIAI7ETI= {B18EA! 
故 存在 Bs E 1B,18E 4] 使 得 A; = B .于 是 了 E Bs .从 而 xz 


UseaBs .于 是 


U4acba， 


rer 


同 理 可 证 
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Ua 
定理 中 第 二 个 等 式 的 证 明 类 似 , 留 给 读者 自己 去 完成 ， 国 
定理 1.6.2 设 |A,|,er 是 一 个 非 室 的 让 标 集 族 , A 是 一 个 

集合 , 则 
(1) 对 于 任何 yoET，、 


ecwcgk 


(2) 分 配 律 
AN(Ya)= YaNa,) 
AU(NA)= (AUA,) 
(3) De Morgan 律 
A-(NA)=- (4-4,) 
A (Qa)= Ya-a,) 
证 明 ”为 简便 计 , 证 明 中 用 符号 <> 兰 换 “ 当 且 仅 当 ” 这 个 词 . 
例如 我 们 证 明 本 定理 第 (2) 条 中 的 前 一 个 等 式 . 我 们 有 ;x E 
AN(U era,)<=>xEA 并 且 zE Uerhy< 一 xE A 并 且 存 在 
7E 了 使 得 zE A,<> 存 在 YET 使得 zE A A,<>zc Eyer 
(ANA,). 
十 又 例如 我 人 证明 本 定理 第 (3)} 条 中 的 后 一 个 等 式 .我 们 有 ， 
zEA-( 门 er)e>zE4 但 rz 和 门 crA czcA 且 
存在 7E 卫 使 得 z A, 二 > 存在 YET 使 得 TE A -A,<->zxE 
U ,entA -A,). 
其 余 名 个 集合 的 包含 关系 式 的 证 明 类 似 , 留 给 读者 完成 ， 国 
如 果 集 族 |A,1 ,er 满足 条 件 ; 对 于 每 一 个 YXET,A， 都 是 某 一 
个 集合 X 的 子 集 ,这 时 我 们 称 这 个 集 族 为 集合 X 的 一 个 子 集 族 . 
以 下 的 两 个 定理 讨论 关系 和 睦 射 与 集 族 运 算 之 间 的 关联 . 
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定理 1.6.3 设 员 是 从 集合 三 到 集合 立 的 一 个 关系 , 则 对 于 

集合 X 的 任何 一 个 非 空子 集 族 [Ay|yer ,有 
R(WA = YRS,) 
R( {NaC RCA,) 

证 明 例如 我 们 证 明定 理 中 的 后 一 个 包含 关系 ,车 y€ 
R( 门 ye m4y), 则 存在 zx 七 门 yernA, 使 得 xzRy. 由 于 对 于 每 一 个 
YEI 有 zz A,, 帮 对 于 每 一 个 YET 有 yER(A,). 从 而 
y€E NerR(A,). 

定理 中 前 一 个 等 式 的 证 明 类 似 , 留 给 读者 完成 ， 天 

定理 1,6.4 设 关 和 Y 是 两 个 集合 ,f: 及 一 Y. 别 对 于 集合 
了 的 任何 一 个 非 空子 集 族 | BB,| yer, 有 

f(tB = Wr) 
fF (NB)= FB,) 
简 言 之 , 集 族 的 原 象 保 竺 集 族 的 并 与 交 运算 、 

证 明 由 于 f°! 是 从 集合 Y 到 集合 XX 的 一 个 关系 ,根据 定理 
1.6, 3 仅 需 补充 证 明 /7' (人 门 erB,) 忆 站 yerf"'(B,). 现 证 明 如 
下 : 若 zENNyerf '(B,), 划 对 于 任何 一 个 YE 有 ZzEf'(B,)， 
即 f/(z)EB,. 于 是 f(z)E 站 yerBy- 从 而 xEf (yerB,). 国 


习 是 
1. 设 14, jen 和 A]yer, A 证 明 下 列 等 式 ， 
(Hua) A 


ET 7E 丰 HW, 


Nn- =, .4 


reni Ur, 


CU aynt a)= U (Ar NA, ) 
xxET rEPD, 1 2 


(ra)Er Ts 


(1 a2U00 4) = , (ds hr Ua,) 


Ca 
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2. 若 iT,} ,er 是 一 个 非 空 集 族 , 并且 对 于 每 一 个 7E 了 ,给 定 了 一 个 非 
空 集 族 |Aslger, ,证 明 : 


Ua ,= Ja,) 


EU < rer seT, 


nn A 


rer gen, 
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定义 1.7.1 设 里 是 一 个 集合 .如 果 买 是 空 集 或 者 存在 正直 
数 mEZ: 使 得 全 合 及 和 全 合 j1,.2,…，,| 之 问 有 一 个 一 一 映射 ， 
划 称 集合 X 是 一 个 有 限 集 ,不 是 有 限 集 的 全 合 称 为 无 限 集 ; 如 果 
存在 一 个 从 集合 X 到 正 整数 全 己 ， 的 单 射 , 则 称 业 合 X 是 一 个 可 
数 集 , 不 是 可 数 集 的 集合 称 为 不 可 数 集 . 

显然 , 凡 有 限 集 缘 是 可 数 集 ,但 可 数 集 可 为 无 限 集 ,例如 , 正 整 
数 集 Z ,本 身 便 蚌 一 个 可 数 集 ,但 它 不 是 有 限 集 . 

定理 1.7.1 任何 可 数 集 的 任何 一 个 于 集 都 是 一 个 可 数 集 . 

证 明 设 X 是 可 数 集 ,YCX. 则 存在 一 个 单 射 f: XX 一 Z,. 
容易 验证 陕 射 了 的 限制 映射 站 y : Y 一 Z ,是 一 个 单 射 .所 以 了 是 
一 个 可 数 集 ， 国 

定理 1.7.2 设置 和 了 是 两 个 集合 , 太 : X-* 了 是 一 个 映射 ， 
如 果 义 是 可 数 集 , 则 乒 X) 也 是 一 个 可 数 业 ， 

证 明 当 XX 是 可 数 集 时 ,可 设 &:XZ ,是 一 个 单 射 .定义 映 
射 p:A(X)->Z, 使 得 对 于 每 一 个 yE A(X),p(y) 为 y 的 fF 原 象 
集合 的 & 象 集中 的 那个 最 小 的 整数 , 即 

p(y)=min( (f(y))) 

9 是 一 个 单 射 ,因为 如 果 对 于 茶 两 个 yy2€ CX) 有 g(y1)= 
9《y2), 即 
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min(ECf 1 (9))) =min( (Cf (Cy2))) 
由 于 是 单 射 , 故 f(y) 站 "(yo) 闫 多. 著 令 Ef (9) 们 
1《yz) ,我们 便 有 yi ==.f(z)= y2- 因 此 A(X) 是 可 数 集 ， 旺 

定理 1.7.3 集合 外 是 一 个 可 数 集 当 且 仅 当 青 在 从 正 葡 数 集 
也 ,到 集合 苹 的 一 个 满 射 . 

证 明 如 果 存 在 满 射 上 :2 一, 则 根据 定理 1.7.2, X= 
E(Z，) 是 可 数 集 .如 果 太 是 可 数 集 , 则 存在 单 射 5: 和 -一代 ，. 定 文 
映射 z: 艺 , ~>X 使 得 当 mwEv(X) 时 , p(n) 是 集合 v!{n) 中 包含 
着 的 那个 唯一 的 元 素 ; 当 mn EZ -vy(X) 时 ,y(n)= zo, 其 中 zo 
是 XX 中 任意 预先 取 定 的 一 个 元 素 .容易 验证 x 是 一 个 满 射 。 国 

定理 1,7.4 如 果 集 合 及 和 和 集会 Y 都 是 可 数 业 , 则 箭 卡 儿 积 
XY 也 是 一 个 可 数 集 . 特 列 ,集合 世 , xX 名 ,是 一 个 可 数 集 . 

证 明 由 于 义 和 Y 都 是 可 数 集 , 设 :XX 一 ,和 jy: Y 一 ZZ, 是 
两 个 单 射 .定义 暑 射 p :外 X YY 一 ZZ ,使 得 对 于 任何 (zx,y) EE 
XxY, 有 


gpl,y)) = 2g (zr) + 1)20 
容易 证 明 p 是 一 个 单 射 -因此 关 xY 是 可 数 集 ， 莉 
定理 1.7.5 诈 14v|,cr 是 一 个 集 族 .如 果 指标 集 玉 是 可 数 
全 并 且 对 于 每 一 个 YE 下 ,Ay 也 是 可 数 全 , 则 并 集 Uyecray 是 可 数 
集 . 
证 明 根据 定理 假设 和 定理 1,7.3, 设 r:Z, 一 了 是 一 个 满 
射 ; 对 于 每 一 个 YE, 设 方 :ZE +A, 是 -- 个 满 射 .定义 映射 
6:Z， xz.= Wa, 
使 得 对 于 任意 (m,n)}EZ XZ4 有 E((mm,n)) 三 fom(n). 昂 网 
是 一 个 满 射 . 根 据 定理 1.7.4, 集 合 Z, XZ ,是 可 数 的 . 根据 定理 
1.7.2 可 见 , 集 合 UyerAy 是 可 数 的 ， 国 
定理 1.7.6 设 久 是 一 个 集合 ,Y= 10,11. 记 YX 为 从 及 到 
YY 的 金 体 映射 构成 的 集 从, 则 有 一 个 从 集会 苹 到 集合 YY 的 单 射 ， 
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但 却 没有 从 集合 义 到 集合 YX 的 任何 一 个 一 一 映射 . 

证 明 ”首先 证 明 有 一 个 从 集合 X 到 集合 YY 的 单 射 ,为 此 定 
义 上 映射 下 : 久 一 Y* ,使 得 对 于 任意 zxEX, F(x) 为 YY 中 满足 以 下 
条 件 的 元 素 :对 于 和 任何 yE X、 

0 如 果 y= 工 
Fn 和 如果?zx 
下 是 一 个 单 射 ,因为 如 果 =,yEX,z 天 》, 则 有 F(x)(y)=1 和 
F(y)(y)=0, 因 此 F(x)#F(y). 

以 下 证 明 没 有 从 集合 X 到 集合 YY 的 任何 一 个 器 射 . 
反 证 法 , 设 映射 天 :XX 一 Y* 是 一 一 的 .定义 有 映 射 f: 久 一 Y 使 得 对 
于 任何 zEX 有 f(z)=1-h(z)(r).( 基 当 有 (x)(z)=0 时 / 
(Zz)=1, 当 h(xz)(z)=1 时 (x)=0.) 由 于 如 是 满 射 ,所 以 存在 
x0E 久 使 得 h(xo)==f, 从 而 我 人 及 (zxo)(xo) = 了 (zxo), 这 与 了 
的 定义 矛盾 重 

推论 1.7.7 存在 着 不 可 数 集 . 

证 明 根据 定理 1.7.6, 从 正 整数 集合 Z, 到 集合 10,11 的 全 
体 映 射 构 成 的 集合 {0,113 便 是 一 个 不 可 数 集 ， 者 

定理 1.7.8 ”实数 集会 民 是 不 可 数 集 . 

证 明 设 a,bER,ae<b 开 区 间 (e,5) 的 定义 如 常 , 即 
(a,6)= {rER1a<xw< bl. 我 们 首先 指出 (a,5) 是 一 个 无 限 集 . 
这 是 因为 对 于 任何 ;EZ ,只 要 i> 志 ,就 有 a+ 上 € (a5). 

现在 来 证 明定 理 .用 反 证 法 , 设 民 是 一 个 可 数 集 , 由 于 呆 包含 
着 Z, ,因此 存在 一 个 从 尽 到 Z ,的 一 个 一 一 映射 . 设 E:Z ,一 及 是 
一 个 一 一 映射 .不 芒 假 设 8(1)<<&(2). 对 于 每 一 个 iEZ, ,我 们 归 
纳 地 定义 两 个 实数 a; 和 ,使 得 ai < 亏 如 如 下 :首先 , 令 al = &(1) 
和 51 = &(2). 如果 对 于 iEZ, ,a 和 都 已 经 定义 , 则 定义 

Qit1 = é(min{n EZ, |é(n)E la. ,6.)|) 
b= é(min{ mEZ, |é(m)E (Car, ,6b)}) 
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根据 前 一 段 中 所 说 每 一 个 开 区 间 都 是 无 限 集 , 因 此 这 样 的 ai :和 
b+1 肯 定 能 够 有 到 . 
根据 我 们 以 上 做 法 可 见 ， 
《人 1) 如 果 ,jEZ i<j 则 有 ai<m<5<, 即 
a Saal Ch Ch CB 
{2) 如 果 i,7 EZ ,i<j 则 有 #7 '(a)<$ 1(a;) 和 和 
#1(5;)>& (与 ), 即 有 
E Ial)<eT(a)<e a) 
5)>E (Bb)>E (bh) > 
(3) 如 果 nEZ,,n<minjé (a),&71(6)), 则 8(n) 
(ai 6:). 
根据 实数 的 基本 性 质 ,可 令 a 所 了 是 集合 |a | iE€Z2, | 的 上 确 界 
《 即 不 小 于 每 一 个 a; 的 实数 中 的 最 小 的 那个 ), 易 见 a € (a;,b;》 
对 于 每 一 个 i€Z, 成 立 .假设 Ez, 使 得 &(1)= a. 选取 iEZ，， 
使 得 minl ai ,ba | > 七 根据 (3) 有 e 全 (a ,pu ) ,这 是 一 个 矛盾 ， 
EJ 
我 们 现在 来 考察 下 面 这 一 系列 集合 : 
,Ht, 11,21 ,1,2 
它 有 以 下 的 特点 ;对 于 每 一 个 可 数 集 ,在 这 一 系列 集合 中 有 且 仅 有 
一 个 集合 与 这 个 可 数 集 之 间 有 一 个 一 一 映射 
想 如 我 们 不 去 区 别 其 间 存在 着 一 一 映射 的 丽 个 集合 ,也 就 是 
说 ,认为 它们 是 一 样 的 ,那么 任何 一 个 可 数 集 与 且 仅 与 这 一 系列 集 
合 中 的 某 一 个 一 样 .因此 ,为 了 讨论 可 数 集 ,只 要 讨论 这 一 系列 集 
合 就 足够 了 . 
问题 在 于 根据 推论 1.7.7 和 定理 1.7.8 我 们 知道 ,的 确 有 这 
种 集合 ,例如 民 , 它 与 这 一 系列 集合 中 的 任何 一 个 都 不 一 样 (也 就 
蚌 说 ,与 每 一 个 之 间 都 没有 一 一 映射 ). 这 表明 ,如 果 我 们 不 仅 讨论 
可 数 集 , 就 不 能 只 讨论 这 个 集合 的 系列 . 
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为 了 回避 人 逻辑 困 感 ,我 们 不 妨 承 认 以 下 事实 ,存在 着 这 样 的 一 
个 由 集合 构成 的 族 , 满 足 条 件 : 对 于 每 一 个 集合 ,在 这 个 集合 族 中 
有 县 仅 有 一 个 元 素 与 这 个 集合 之 闻 有 一 个 一 一 映射 .我 们 称 这 个 
集 族 的 每 一 个 元 素 为 一 个 基数 . 

假设 XX 是 一 个 斥 合 .那么 我 们 便 有 上 且 仅 有 一 个 基 煞 C 使 得 X 
与 C 之 间 有 一 个 一 一 映 射 . 这 时 ,我 们 称 C 是 XX 的 基数 ,并 且 常 
将 此 C 记 为 card X. 明 显 地 ,两 个 集合 有 着 相同 的 基数 当 且 仅 当 
它们 之 间 存 在 着 一 个 一 一 映射 . 

我 们 习惯 上 常 将 空 集 好 的 基数 说 成 是 0, 即 card 多 =0; 对 于 
nn 蕊 ZZ, ,将 集合 {1,2,…, nl 的 基数 说 成 是 = , 即 

card|l,2,% ,nl=n 
这 将 不 至 于 引起 任何 混淆 .因此 ,任何 一 个 有 限 集 的 基数 恰好 就 是 
它 所 包含 的 元 素 的 个 数 . 此 外 ,我 们 也 常 将 正 整 数 集 忆 的 基数 记 
为 由 o, 将 实数 集合 的 基数 记 为 内.( 记 号 “器 ” 读 作 < 阿 列 夫 ”) 

假设 C 和 DD 是 两 个 基数 . (请 注意 ,就 其 本 意 而 论 ,基数 是 集 
合 . ) 如 果 存 在 从 C 到 品 的 一 个 单 射 ,我们 就 说 ,基数 C 不 大 于 基 
数 门 , 记 作 CD. 如 果 CQD 并 且 C 关 了 ,我 们 就 说 基数 C 小 于 
基数 DD, 记 作 C<D. 

数 感 的 读者 也 许 已 经 注意 到 了 ,我 们 在 这 里 用 的 记号 与 比较 
实数 的 大 小 的 记号 完全 一 样 .这 是 否 意味 着 两 者 之 间 遵 循 类 似 的 
规律 ? 回答 是 肯定 的 ,一 个 关键 性 的 事实 由 以 下 定理 揭示 ， 

定理 1.7.9 [Cantor - Bernstein 定理 ] 设 和 和 YY 是 两 个 集 
合 . 如 果 从 和 到 了 有 一 个 单 射 ,并 且 从 了 到 X 也 有 一 个 单 射 , 则 
和 和 了 之 冯 有 一 个 一 一 映射 ， 

证 明 设 fX~>Y 和 g:Y->X 都 是 单 射 .从 定理 1.5.4 可 见 
“ff:X~XX 是 一 个 单 射 , 令 X,=g(Y) 和 X,=(g。f)(X). 易 
见 ,g:Y>Xl 和 gg。f:X 一 Xs 部 是 一 一 映射 .因此 

Xa=(g KX)= gHX) Ce Y=X EX 
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于 是 ,如 果 证 明了 以 下 的 论断 ( * ), 则 本 定理 闭 证 . 

(*) 如 果 XiCXiCX 并 且 XX 与 X; 之 闻 有 一 个 一 一 映射 ， 
则 和 与 Xi 之 闻 也 有 一 个 一 一 映射 . 

以 下 给 出 论断 ( x* ) 的 证 明 . 设 入 :X 一 XX 是 一 个 一 一 映射 . 

先 通 过 归纳 的 方式 对 于 每 一 个 正 整 数 i EZ, 来 确定 一 个 映射 
AD:X -Na 首先 令 产 0 = 五 :一 2 其 次 假定 对 于 正 整数 
iiE 和 映射 中 :XX 已 经 定义 好 了 ,我 们 定义 


用 VD=h|xo hb :XX 
现在 令 
T, = Wa Xx- XXEX,) 
和 
T=(X- XUT, 
由 于 


ACT)=hX XIV RX X)) 
=hX—XIU NAS X- x) 
= aX-X)=T, 
所 以 我 人 有 T= (X 一 XUh(T). 
最 后 给 出 我 们 希望 得 到 的 一 一 瞻 射 .定义 映射 8:X->Xi 使 
得 &iz= 有 | 和 |x_z=j, 其 中 j:XX~ 了 一 久 疙 示 内 射 , 妈 对 于 
任何 xEX~ TT, 有 j(z)=x. 因 为 有 和 j 都 是 单 射 ;并且 由 于 
hfT)=TCT, 所 以 站 了 ) 门 1X-T)= 2, 从 而 是 一 个 单 
射 . 另 一 方面 ， 
SCXJ=AT)IUFK-T) 
=T,U(X-T} 
=TiU (XN(X-A(T))) 
=(TUXINCT UX -RCT))) 
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= Xif|X=X 

所 以 是 一 个 满 射 . 因此 《是 一 个 一 一 映射 、 国 

根据 这 个 定理 可 见 ,如 果 集 合 X 和 集合 Y 满足 条 件 card X<- 
card Y 和 card Y<cardX 时 , 则 有 cardX= cardY. 特 别 , 当 C 和 廊 
都 是 基数 ,并 且 满足 条 件 CD 和 DC 时 , 必 有 C=D. 

读者 可 能 还 要 问 ,是 不 是 任何 两 个 基数 都 可 以 比较 大 小 ? 世 
就 是 说 ,对 于 任意 给 定 的 两 个 基数 C 和 中, 是否 CD 和 D 翅 C 
两 者 之 中 必 有 一 个 成 立 ? 事实 上 ,如 果 假 定 在 下 一 节 中 介绍 的 选 
后 理 启 站 对 这 个 癌 二 的 四 管 六 肯定 后 但 限于 本 书 的 篇 幅 和 
四 ,对 此 不 作 进一步 的 处 理 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 有 关 集 合 论 
的 和 

事实 上 ,关于 基数 的 大 小 比较 的 问题 还 有 一 些 有 趣 的 结论 . 倒 
如 ,在 任何 一 个 由 一 些 基数 构成 的 非 空 族 wx 中 都 有 一 个 最 小 的 元 
素 , 即 存在 AE 以 使 得 对 于 每 一 个 BE x 都 有 A 扫 6. 

关于 基数 ,集合 论 的 葛 基 人 Cantor 曾经 给 出 过 他 自己 当时 未 
能 证 明 的 一 个 著名 的 命题 ; 

连续 统 假 设 : 不 存在 任何 一 个 基数 a 使 得 泊 ; <a< 窟 . 

后 来 又 有 人 将 这 个 命题 推广 为 ; 

广义 连续 统 假设 :对 于 任何 一 个 无 限 集 X ,不 存在 任何 -- 
个 基数 e 使 得 card X<a<card P(X) .其 中 F(X) 是 集合 X 的 者 
集 


现在 已 经 并 清楚 了 ,承认 或 者 否定 这 些 命题 中 的 每 一 个 都 和 
通常 的 数学 逻辑 没有 矛盾 . 


习 


1. 证 明 :全 体 有 理 数 榴 成 的 集合 四 是 一 个 可 数 集 , 

2. 设 和 是 实数 集合 民 的 一 个 子 集 , 它 包含 着 某 一 个 非 晓 化 的 开 区 癌 , 即 
存在 4,5E 汲 ,a<5 ,使 得 4 二 (at) .证 明 card A= 站 ， 

3. 证 明 card 及 = 兴 . 
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4, 设 文 是 一 个 无 限 的 可 数 集 ,证 明 侣 集 9(X) 为 不 可 数 集 ,但 由 XX 中 所 
有 有 和 限 子 集 构成 的 集 族 为 可 数 集 。 

5. 设 久 是 一 个 集合 .证 明 card 9(CX)= card 10,11* ,其 中 , 约 X) 为 不 的 
中 集 ,10,1* 是 由 从 义 到 10,1| 的 所 有 映射 构成 的 集合 、 


$1.8 选择 公理 


在 集合 论 中 有 一 个 乍 看 起 来 似乎 是 十 分 明显 的 论断 , 称 为 选 
择 公 理 ,事实 上 选择 公理 并 不 能 从 我 们 对 集合 论 的 通常 理解 出 发 
加 以 证 明 . 

定义 1.8.1 设 XX 是 一 个 集合 . 记 党 为 X 中 的 所 有 非 空 于 集 
克成 的 集 族 , 即 窜 = 9(X) - | M1. 如果 一 个 映射 。: 祥 一 处 满足 条 
件 :对 于 任意 4AE 况 ,有 es(A)EA, 则 此 酌 射 称 为 集会 六 的 一 
个 选择 责 数 . 

公理 1.8.4[ 选 择 公理 ] 任何 一 个 全 合 都 有 选择 函数 器 

我 们 假定 选择 公理 成 立 , 并 出 此 出 发 来 证 明 本 课程 中 所 需要 
前 两 个 论断 , 从 习题 中 可 见 这 两 个 论断 事实 上 都 与 选择 公理 等 
价 . 

定理 1.8.2 设 以 是 一 个 由 非 安 集 合 构成 的 族 . 则 存在 映射 
p29Usenh 使 得 对 于 任何 AE A, 有 v(A)EA. 

证 明 令 X= UsesA. 从 而 集 族 必 是 入 = G(X) - | 他 | 的 一 
个 子 族 . 设 。: 祝 一 XX 是 X 的 一 个 选择 函数 ,并 且 令 ,= sj。 易 见 ， 
2 漠 足 定理 要 求 ， 国 

定理 1.8.3[Zermelo 假定 ] 设 光 是 一 个 由 非 空 集合 构 成 的 
族 , 并 且 允 中 的 元 素 两 两 无 交 , 则 在 在 全 合 C 使 得 对 于 每 一 个 A 
EC 站 A 是 一 个 单 点 集 . 

证 明 令 X= UsewA; 令 e: 半 > 是 X 的 一 个 选择 函数 ,其 
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中 义 = G(X)- | lj. 以 下 证 明 集 合 C=e(zt) 满 足 定 更 要 求 .对 于 
任何 AE zy 我 人 有 s(A)E CNA; 如 果 存 在 yE CN A,y 郑 
s( 和 A), 设 y=e(A1), 其 中 有 ALE st, 则 4, 天 A, 这 将 导致 vEAn 
A1, 与 定理 很 定 不 合 。 午 

选择 公理 以 及 定理 1.8.2 和 定理 1.8.3 都 似 平 杰 明显 而 容易 
被 忽 酷 ,以 致使 用 时 并 不 直觉. 以 后 用 到 的 时 候 我 们 也 不 每 次 提 
起 ,请 读者 自行 注意 . 

在 本 书 中 ,选择 公理 比较 深刻 的 应 用 是 用 以 证 明 紧 致 性 是 可 
积 性 质 的 了 ychonoff 乘积 定理 (定理 9.4.5) ,我 们 到 时 候 将 会 证 明 
选择 公理 的 一 个 重要 的 等 价 提 法 . 


习 是 


1. 证 明定 更 1.8.2 和 定理 1.8.3 都 与 选择 公理 等 价 . 
2. 设 和 和 立 是 两 个 集合 ,证 明 :card Y<<card X 当 且 仅 当 存在 一 个 从 义 
到 YY 的 满 射 . 


第 2 章 ”拓扑 空间 与 
连续 映射 


从 数学 分 析 中 读者 已 经 熟知 单 变量 和 多 变量 的 连续 函数 , 它 
们 的 定义 域 和 值 域 都 是 欧 氏 空间 (直线 ,平面 或 空间 等 等 或 是 其 
中 的 一 部 分 ,在 这 一 章 中 我 们 首先 将 连续 函数 的 定义 域 和 值 域 主 
要 特征 抽象 出 来 用 以 定义 度量 空间 ,将 连续 函数 的 主要 特征 抽象 
出 来 用 以 定义 度量 空间 之 间 的 连续 映射 (参见 $2.1). 然后 将 两 者 
再 度 抽象 ,给 出 拓扑 空间 和 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 (参见 
$2.2) .随后 再 逐步 提出 拓扑 空间 中 的 一 些 基本 问题 如 邻 域 , 闭 
包 , 内 部 ,边界 , 基 和 子 基 , 序 列 等 等 . 
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首先 让 我 们 回忆 一 下 在 数学 分 析 中 学 习 过 的 连续 函数 的 定 
义 . 阵 数 了 : 灵 一 民 称 为 在 点 zo ER 处 是 连续 的 ,如 果 对 于 任意 实 
数 e>0, 存 在 实数 6>0, 使 得 对 于 任何 xzER , 当 |x 一 xol<5 时 
有 |fz) 一 f(zo)|<<e. 在 这 个 定义 中 内 涉及 两 个 实数 之 间 的 区 
离 ( 即 两 个 实数 之 差 的 绝对 值 ) 这 个 概念 ;为 了 验证 一 个 函数 在 蒜 
点 处 的 连续 性 往往 只 要 用 到 关于 上 述 上 距 离 的 最 基本 的 性 质 ,而 与 
实数 的 其 它 性 质 无 关 . 关于 多 元 函数 的 连续 性 情形 也 完全 类 似 . 以 
下 ,我 们 从 这 一 考察 出 发 ,抽象 出 度量 和 度量 空间 的 概念 . 

定义 2.1.1 设 久 是 一 个 集合 ,p:XXX 一 叉 . 如 果 对 于 任何 
sy,XEX, 有 

《1) (正定 性 ) p(z,y) 实 0, 并 且 p(x,y)=0 当 且 仅 当 之 = y; 
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《2)《 对 称 性 ) p(x,y)=p(y,zx); 
(3) (三 角 不 竺 式 ) pz,z)Sp(z,y)+aof(yz)， 
则 称 po 是 集合 X 的 一 个 度量 . 
如 时 0 是 集合 X 的 一 个 度量 , 则 称 偶 对 (X,p) 是 一 个 度量 空 
各 ,或 称 和 是 一 个 对 于 度量 o 而 于 的 度量 空间 .有 时 ,或 者 度量 jp 
早 有 约定 ;或 者 在 行文 中 已 作 交 代 ,不 提 它 不 至 于 引 超 混 清 ,这 时 
我 们 还 称 和 是 一 个 度量 空间 .此 外 ,对 于 任意 两 点 ,3 后 和 ,实数 
p(x,y) 称 为 从 点 z 到 点 y 的 距 高 . 
例 2,1,1 实数 空间 及 . 
对 于 实数 集合 民 ,定义 p :了 及 X 吕 一 及 如 下 ;对 于 任意 rz,yE 
胃 , 令 p(z,y)= 人 一 3y|. 窜 易 验 证 p 是 民 的 一 个 度量 , 因此 偶 对 
(全 ,po) 是 一 个 度量 空间 . 这 个 度量 空间 特别 地 称 为 实数 空间 或 直 
线 . 这 里 定义 的 度量 p, 称 为 尺 的 通常 度量 ,并 且 常 常 上 咯 而 不 所, 运 
称 又 为 实数 空间 . 
例 2,1,2 7 维 欧 氏 空间 及 " 
对 于 实数 集合 尼 的 = 重 笛 卡 儿 积 
及 ”二 民 X 民 X…X 尽 
TS 


ATR 
定义 p: 流 " x 及 "一 让 如 下 :对 于 任意 < = (zi zszn),y= 
C1 ER" , 令 


plz19) = Dn -py 
i=1 


容易 验证 ( 详 见 本 节 最 后 部 分 的 附录 )p 是 R” 的 一 个 麻 量 ,因此 偶 
对 (R* ,p) 是 一 个 度量 空间 . 这 个 度量 空间 特别 地 称 为 x 维 欧 氏 
空间 . 这 里 定义 的 度量 p, 称 为 及 * 的 通常 度量, 并 且 常 常 略 而 不 
提 , 运 称 及 * 为 x 维 欧 氏 空间 .2 维 欧 氏 空间 通常 称 为 欧 氏 平面 或 
平面 . 

例 2.1.3 Hilbert 空间 HH. 

记 [ 为 平方 收 化 的 所 有 实数 序列 构成 的 集合 , 即 


40 第 2 章 拓扑 空间 与 连续 映射 


HE=iz= (rr) {or ER ,iE 
定义 6: 了 HX 提 一 让 如 下 :对 于 任意 
z= (ror) y= yy) EN 


令 


pz p= Se -yy 


说 明 这 个 定义 是 合理 的 ( 即 验证 Y >.(z 一 3 关 <oo), 以 及 验证 
P 是 HH 的 一 个 度量 , 均 请 参见 本 节 最 后 部 分 的 附录 . 侦 对 (HN ,pj 是 
一 个 度 重 空间 .这 个 度量 空间 特别 地 称 为 Hilbert 空间 . 这 里 定义 
的 度量 o 称 为 Bi 的 通常 度量 ,并 且 常 常 赂 而 不 提 , 运 称 ]H[ 为 Hil- 
bert 空间 

例 2.1.4 高 区 的 度 重 空间 . 

设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . 称 (X,p) 是 离散 的 ,或 者 称 p 是 XX 
的 一 个 离散 度量 ,如 果 对 于 每 一 个 ze 和 ,存在 一 个 实数 3,>0 使 
得 pl(z,y)>6, 对 于 任何 y 所 六,y 关 zx, 成 立 ， 

例如 我 们 假定 X 是 一 个 集合 ,定义 :和 XXX-> 及 使 得 对 于 任 
何 z,yEX, 有 
0 如 时 工 =3 
1 如 果 z 天 3 
各 昌 验 亚 P 是 X 的 一 个 离散 的 度量 ,因此 度量 空间 (X,p) 是 离散 


p(x,y)= 


”离散 的 度量 空间 或 许 是 我 们 以 前 未 曾 接 触 过 的 一 一 类 空间 ,但 
今后 会 发 现 它 的 性 质 是 简单 的 . 
定义 2.1.2 设 ( 夺 ,p) 是 一 个 庆 重 空间 ,所 又 ,对 于 任 恋 给 
定 的 实数 e>0, 全 合 
1yEXIoKzsy)<et 
记 作 B(x,e), 或 B.(z), 称 为 一 个 以 工 为 中 心 以 s 为 半径 的 球形 
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加 域 ,简称 为 z 的 一 个 球形 久 域 ,有 时 也 称 为 + 的 一 个 e 邻 域 . 
定理 2.1.1 度量 空间 (六 ,p) 的 球形 邻 域 具 有 以 下 基本 性 


质 ; 
(1) 每 一 点 zEE 时 至少 有 一 个 球形 邻 域 ,并 且 点 x 属于 它 的 
每 一 个 球形 邻 域 ; 
(2) 对 于 点 z 人 EX 的 尾 产 两 个 球形 邻 域 , 存 在 了 的 一 个 球形 
邻 域 同 时 包含 于 两 者 ; 
(3) 如 果 yEX 属于 zEEX 的 某 一 个 球形 邻 域 , 则 y 有 一 个 
球形 邻 域 包含 于 工 的 那个 球形 邻 域 . 


证 明 (1) 设 zEX. 对 于 每 一 个 实数 e>0,B(x,e) 是 z 的 
一 个 球形 邻 域 ,所 以 z 至 少 有 一 个 球形 邹 域 ;由 于 p(x ,xz)=0, 所 
以 工 属于 它 的 每 一 个 球形 邻 域 . 

(2) 如 果 B(z ,el) 和 B(zr,es) 是 EX 的 两 个 球形 分 城 , 任 
意 选取 实数 =>0, 使 得 sE<minfe ,ez| , 旭 易 见 有 

B(xse)CB(z,e ) NB ,e;) 
即 B(x,e) 满 足 要 求 . 

{3) 设 yEB(z,e). 令 61=e 一 p(x,y). 最 然 81>>0. 如 果 之 
€B(y,e:), 则 

plz,T)Ep(z, yy) tp(y, xr) toly,r)=e 
所 以 zE B(z,e). 这 证 明 Bl(y,el)CB(z,e)， 国 

定义 2.1.3 设 妨 是 度量 空间 区 的 一 个 子 集 . 如果 A 中 的 第 
一 个 点 都 有 一 个 球形 邻 域 包含 于 A( 即 对 于 春 一 个 aE€ 有 A, 在 在 实 
数 e>0 使 得 B(a,e) 己 A), 则 称 和 是 度 醒 空间 X 中 的 一 个 开 
集 . 

例 2.1.5 实数 空间 民 中 的 开 区 间 都 是 开 集 . 

设 ,6ER ,ea<z ,我 们 说 开 区 间 

《ab)= zzE 耻 |e<z<t 
是 民 中 的 一 个 开 集 .这 是 因为 如 果 =E (ae,5), 若 令 
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e=minlz ~a.b—z|, 
则 有 B(z,s)C(a,5). 也 同样 容易 证 明 无 限 的 开 区 间 
{a,%)=IrER Ir>al, (-%,0)=|zER|Ir<B: 
(—%,0%0)=R 
都 是 及 中 的 开 集 .然而 闭 区 间 
[a,b]=iz€ERIarEb} 

却 不 是 展 中 的 开 集 .因为 对 于 aE[La,8] 而 言 ,任何 。>0,B(z,e) 己 
[a,5 1] 都 不 成 立 .类 似 池 , 半 开 半 闭 的 区 间 

(a ,8]= {zr€ERIa<zebl,[a,b)=|rER lacz<b} 
无 限 的 闭 区 间 

[a,%m)=1zERIral,(-%,0]=1rER|rEL) 

都 不 是 届 中 的 开 集 . 

定理 2.1.2 度量 空间 多 中 的 开 集 具有 以 下 性 质 ， 

(1) 集合 XX 本身 和 空 集 人 都 是 开业 ; 

(2) 任意 两 个 开 集 的 交 是 一 个 开 集 ; 

(3) 任意 一 个 开 集 旋 ( 即 由 开 集 构成 的 族 ) 的 并 是 一 个 开 集 . 

证 明 根据 定理 2.1.1(1),X 中 的 每 一 个 元 素 x 都 有 一 个 球 
形 令 域 ,这 个 球形 邻 域 当 然 包 含 在 关中 ,所 以 X 满足 开 集 的 条 
件 ; 空 集 多 中 不 包含 任何 一 个 点 ,也 自然 地 可 以 认为 它 满足 开 集 
的 条 件 . 

(2) 设 U 和 V 是 X 中 的 两 个 开 集 .如 果 xEUNV, 则 存在 
记 的 一 个 球形 邻 域 B(x,e1) 包 含 于 UU, 也 存在 z 的 一 个 球形 邻 域 
B(z,e;) 包 含 于 VV. 根据 定理 2,1.1(2),x 有 一 个 球形 邻 域 B(x， 
e) 同 时 包含 于 B(x ,ei) 和 B(x,e,), 因 此 

B(r,e)CB(z,e)fB(zr,e ECUNV 

由 于 UN V 中 的 每 一 点 都 有 一 个 球形 邻 域 包含 于 UN ,所 以 
U 作 V 是 一 个 开 集 . 

(3) 设 x 是 一 个 由 XX 中 的 开 集 构成 的 子 集 族 . 如果 x EE 
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UaezA, 则 存在 AoE 光 使 得 rzE Ao. 由 于 4。 是 一 个 开 集 , 所 以 
工 有 一 个 球形 邻 域 包含 于 4,, 显 然 这 个 球形 邻 域 也 包含 于 
UascvyA. 这 证 明 UasvA 是 X 中 的 一 个 开 集 ， 国 

此 外 ,根据 定理 2.1.1(3) 可 见 ,每 一 个 球形 邻 域 都 是 开 集 . 

为 了 讨论 问题 的 方便 ,我 们 将 球形 邻 域 的 概念 稍稍 作 一 点 推 
广 . 

定义 2.1.4 设 工 是 度量 空间 中 的 一 个 点 ,U 是 六 的 一 个 
子 集 . 如 时 存在 一 个 开 集 VV 满足 条 件 :xEEVCU, 则 称 U 是 点 工 
的 一 个 邻 域 . 

下 面 这 个 定理 为 邻 域 的 定义 提供 了 一 个 等 价 的 说 法 ,并 且 表 
明 从 球形 邻 域 推广 为 邻 域 是 自然 的 事情 ， 

定理 2.1.3 设 工 是 度量 空间 X 中 的 一 个 点 . 则 义 的 子 集 癌 
是 工 的 一 企 邬 域 的 充分 必要 条 件 是 z 有 某 一 个 球形 邻 域 包 会 于 
U. 

证 明 如果 U 是 点 zx 的 一 个 邻 域 ,根据 邻 域 的 定义 存在 开 集 
V 使 得 zE VCLU, 又 根据 开 集 的 定义 ,z 有 一 个 球形 邻 域 包含 于 
V ,从 而 这 个 球形 邻 域 也 就 包含 于 口 .这 证 明 U 满足 定理 的 条 件 . 

反之 ,如 果 UU 满足 定理 中 的 条 件 , 由 于 球形 邻 域 都 是 开 集 , 因 
此 品 是 z 的 邻 域 ， 于 

现在 我 们 把 数学 分 析 中 的 连续 函数 的 概念 推广 为 度量 空间 之 
间 的 连续 映射 

定义 2.1.5 设 久 和 是 两 个 度量 空间 ,f:X*Y, 以 及 zo 全 
X. 如 果 对 于 ALxo) 的 任何 一 个 球形 邻 域 B( 了 (zo),e), 存 在 zo 的 
菜 一 个 球形 邻 域 B(xo ,86), 使 得 f(B(z ,3))CB(A(zo),s), 则 称 
映射 在 点 zo 处 是 连续 的 . 

如 果 映 射 了 在 入 的 每 一 个 点 z 和 入 处 连续 , 则 称 了 是 一 个 连 
续 映 射 . 

以 上 的 这 个 定义 是 数学 分 析 中 函数 连续 性 定义 的 纯粹 形式 推 
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广 . 因为 如 果 设 p 和 Pi 分 别 是 度量 空间 X 和 了 中 的 度量 , 则 了 在 
点 zo 处 连续 ,可 以 说 成 :对 于 任意 给 定 的 实数 。 >0, 存 在 实数 8 
>0 使 得 对 于 任何 zE 关内 要 p(f ,zo)<8( 即 xz€ B(xo,6)) 便 
有 pm(Fz), rz))<e( 即 zxz)EB(CFCzo)e))， 

下 面 的 这 个 定理 是 把 度量 空间 和 度量 空间 之 间 的 连续 映射 的 
概念 推广 为 折 扑 空间 和 拓扑 空间 之 间 的 连续 菊 射 的 出 发 点 ， 

定理 2.1.4 设 XX 和 YY 是 两 个 度量 空间 ,f :XX 一 了 ,以 及 
Xo 六.- 则 下 述 条 件 (1) 和 (2) 分 别 等 价 于 条 忻 (1)' 和 (2)": 

(1) 了 在 点 zo 处 是 连续 的 ; 

(1)”f(zo) 的 每 一 个 针 域 的 原 象 是 ze 的 一 个 领域 ; 

(2) 了 是 连续 的 ; 

(2)” 普 中 的 每 一 个 开 信 的 原 象 是 左 中 的 一 个 开 集 . 

证 明 (1) 蕴涵 (1)" . 设 (1) 成 立 . 令 品 为 f(z) 的 一 个 邻 
域 .根据 定理 2. 1.3,F(zo) 有 一 个 球形 邻 域 B(Ftzo),s) 包 含 于 
U. 由 于 在 点 xo 处 是 连续 的 ,所 以 <o 有 一 个 球形 邻 域 B(xo， 
9) 使 得 f(B(xo,5))CB(f(zo),e). 然 而 ,1(B(fF(zx0),e)CC 
(D0), 所 以 B(zo,8)Cf1( 口 ). 这 证 明 广 !(D) 是 zo 的 一 个 
邻 域 . 

(1) "蕴涵 (1). 设 (1)" 成 立 .任意 给 定 f(z ) 的 一 个 邻 域 
B(f(zo),e), 则 了 "BC(fCzxo),e)) 是 zo 的 一 个 邻 域 . 根据 定理 
2.1.3,zo 有 一 个 球形 邻 域 B(x ,5) 包 含 于 1(B(f(zx0),e)). 
因此 f(B(zo,6)}CB(f(zo),e). 这 证 明了 在 点 xz。 处 连续 . 

(2) 蕴涵 (2)* . 设 (2) 成 立 . 令 了 为 Y 中 的 一 个 开 集 ,U = 
了 1(V). 对 于 每 一 个 5EU, 我 们 有 f(z)EV. 由 于 VV 是 一 个 开 
集 , 所 以 V 是 F(z) 的 一 个 邻 域 . 贝 于 了 在 每 一 点 处 都 连续 , 故 根 
据 (1)" ,U 是 x 的 一 个 邻 域 .于 是 有 包含 z 的 某 一 个 开 集 UU, 使 
得 U,CU,. 易 见 U= UevU,. 由 于 每 一 个 U, 都 是 开 集 ,根据 定 
理 2.1.2,U 是 一 个 开 集 . 
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(2)" 列 涵 {2). 设 (2)* 成 立 .对 于 任意 zEX, 设 U 是 f(x) 的 
一 个 邻 域 , 即 存在 包含 f(z) 的 … 个 开 集 VCU. 从 而 x 
《VC TD). 根 据 (2)* ,1(V) 是 一 个 天 集 , 所 以 广 !(D) 
是 z 的 一 个 邻 域 ,因此 对 于 zz 而 言 ,(1) ”成立 ,于 是 了 在 点 二 处 
连续 .由 于 点 > 是 任意 选取 的 ,所 以 了 是 一 个 连续 映射 国 

从 这 个 定理 可 以 看 出 ;度量 空间 之 间 的 一 个 映射 是 否 总 连续 
的 ,或 者 在 某 一 点 处 是 否 是 连续 的 ,本质 上 只 与 度量 空间 中 的 开 集 
有 关 ( 注 意 , 邻 域 是 通过 开 集 定义 的 ). 这 就 导致 我 们 甩 开 度量 这 个 
概念 ,参照 度量 空间 中 开 集 的 基本 人 性 质 (定理 2. 1.2) 建 立 拓 扑 空 
间 和 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 的 概念 (参见 §2.2). 


附录 。 关 于 吕 " 入 中 的 度量 . 
在 这 个 附录 中 我 们 补充 本 节 例 2.1.2 和 例 2.1.3 需要 而 又 未 
曾 证 明 的 几 个 事实 .首先 证 明 以 下 引 理 . 
引 理 2,1.5[Schwarz 引 理 ] 设 
Cus Wars Wa) vas ) ER 


Daw < /六 


这 个 不 等 式 称 为 Schwars 不 等 式 . 
证 明 如果 诸 w 全 是 0, 结 论 是 明显 的 .以 下 假设 诸 w 不 全 
是 0, 易 见 对 于 任意 实数 ME 及 我 们 有 ， 


0 Dramy 
= + 
于 是 关于 变量 1 的 二 二 次 方 和 
Tn 1 wt = 


则 有 
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最 多 只 有 一 个 实 { 重 ) 根 .由 这 个 二 次 方程 的 系数 判别 式 可 见 


(Du F< 0 人 ( 它 v1) 
所 以 引 理 中 的 不 等 式 威 立 ， 时 
验证 例 2.1.2 中 定义 的 p 是 IR” 的 度量 。 验证 p 满足 度量 定 
文中 的 第 (1) 条 和 第 (2) 条 是 容易 的 ,我 们 留 给 读者 . 以 下 我 们 验证 
2 满足 度量 定义 中 的 第 (3) 条 ( 即 验 证 三 角 不 等 式 成 立 ), 设 += 
(zz 有 
我 们 要 证 明 


证 5 六 
/Ee — zi < /Eo — zi) + ls 一 区 
令 三 % 一 Xz 和 wi 二 zg; 一 Yi, 以 上 不 等 式 化 为 


Br uy ey (Se 可 
用 不 等 式 两 边 取 平方 的 办 法 可 见 ， 欲 证 上 式 只 要 证 明 


Dr Dr Do + 
而 这 由 Schwaz 不 等 式 立即 可 以 得 到 . 邓 

验证 例 2.1.3 中 定义 的 p 的 定义 是 合理 的 并 且 是 民 " 的 度量 . 
设 x=(zi sz) ,y= (y1, 和 9,…)E 了 ,对 于 每 一 个 正 整数 n， 
由 于 例 2.1.2 中 的 p 满足 三 角 不 等 式 ,对 于 妇 * 中 的 三 个 点 z= 
(purrs) ,z= 00.0) 和 = (1,yy，…4y) ,应 用 三 角 
不 等 式 可 见 


在 上 式 中 令 nw 一 m, 即 得 


| 3 —»%) < /Ee + 3 


此 例 2.1.3 中 et(z,y) 的 定义 合理 ,并且 我 们 还 指出 了 
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(zy ty) EH. 
现在 我 们 来 验证 例 2.1.3 中 定义 的 p 满足 度量 定义 中 的 三 角 
不 等 式 . 设 
让 = (Ta 
根据 前 面 所 说 ,我 们 有 
(T1172 ya) et EH 


对 这 两 个 点 应 用 上 面 最 后 那个 不 等 式 , 则 有 


> 一 二) < — yy /So 一 二 

i-] i=1 i= 

这 就 是 我 们 要 证 明 的 例 2.1.3 中 定义 的 p 关 于 点 x,y,zxEB 的 三 
角 不 等 式 .o 满足 度量 定义 中 另外 两 条 的 证 明 容 易 , 留 给 读者 ， 瞄 


习 题 


1. 定义 ga : 民 X 及 一 尽 使 得 对 于 任意 x,yE 民 ,有 ofz ,9)=(x 一 y)? 
和 a (zx,y)=1z 一 六 | .证 明 a 和 都 不 是 只 的 度量 . 
2. 证 明 : 只 含有 限 个 点 的 度量 空间 都 是 离散 的 产量 空间 . 
3. 设 (X,p) 是 一 个 离散 的 度量 空间 .证 明 : 
{1) 久 的 每 一 个 子 集 都 是 开 集 ; 
(2) 如 果 Y 也 是 一 个 度量 空间 , 则 任何 映射 产 X-~ 了 都 是 连续 的 、 
4. 集合 X 的 两 个 度量 P 和 pi 称 为 等 价 的 ,如 果 X 的 子 集 A 是 度量 空 
间 (X,vp)) 中 的 开 集 当 且 仅 当 A 是 度量 空间 (X ,pz ) 的 开 集 . 
设 p, 和 pz 是 案 合 X 的 两 个 等 价 的 度量 , Y 是 一 个 度量 空间 ,f: X-> 
Y. 证 明 /相对 于 度量 p, 而 言 是 连续 的 当 且 仅 当 /相对 于 度量 ps 而 言 是 连 
续 的 . 
5 定义 psp :有 RX 有 一 及 使 得 对 于 任何 工 = (zz2) ,y=(y1,y)E 
蚊 ? ， 
pi(r,y)=max! lz 一 oz 一 六 全 
Pixsy)=|r1— yl +1zz -yal 
证 明 :pi 和 pa 以 及 如 : 的 通常 度量 p 是 民 ! 的 等 价 的 度 县 . 
在 平面 上 取 定 一 个 直角 坐标 系 ,就 以 上 提 到 的 每 一 种 度量 画 一 个 单位 
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加 ,看 看 它们 是 什么 样子 
6. 从 欧 氏 平面 RR 到 实数 空间 中 的 映射 mm : 刀 * 一 尽 定义 为 :对 于 在 何 


Ta) 


m{£)=maxt{z1 ,之 2 | 
sz)=7T1+ ry 
证 明 :m 和 s 都 是 连续 映射 , (提示 ;分 别 用 及 的 度量 p. 和 pi (参见 习题 
5).) 
7. 设 ( 关 ,p) 是 -个 度量 空间 ,pi ,pz :XX 文 > 灵 分别 定义 为 :对 于 性 意 

ay 和 

(x31) 
l+ptr,y 
Plx sy》 如 果 plzx ,yl 
1 如果 plzx,y)>1 
证 明 ;p1,p; 和 p 是 XX 的 三 全 等 价 度量 . 


p(x,y)= 


parsy)= 
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现在 我 们 遵循 前 -一 节 末尾 提 到 的 思路 , 即 从 开 集 及 其 基本 性 
质 ( 定 理 2.1,2) 出 发 来 建立 拓扑 空间 的 概念 . 

定义 2.2.1 设 和 是 一 个 集合 ,了 是 X 的 一 个 子 全 族 . 如 果 了 了 
满足 如 下 条 和 

(1) X, GED 

(2) 若 A,BEF, 则 ANBE 双 

(3) 车 太 C9, 则 Unser AE 思 
则 称 9 是 X 的 一 个 拓 盾 . 

如 果 了 是 集合 美的 一 个 拓扑 , 则 称 偶 对 ( 生 , 习 是 一 个 拓扑 空 
间 ,或 称 集合 六 是 一 个 相对 于 拓扑 9 而 言 的 拓扑 空间 ;或 者 当 拓 
扑 了 早已 约定 或 在 行文 中 民有 说 明 而 无 须 指 出 时 , 送 称 集合 X 是 
一 个 拓扑 空间 . 此 外 弛 的 每 一 个 元 素 都 叫做 拓扑 空间 (成 ,3)( 或 
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六 ) 中 的 一 个 开 集 . 

现在 请 读者 将 上 述 定义 中 的 三 个 条 件 与 定理 2. 1.2 的 三 个 结 
论 对 髓 一 下 ,将 “U 属于 了" 读 做 *U 是 一 个 开 集 ”, 便 会 发 现 两 者 
实际 上 是 一 样 的 . 

经 过 简单 的 归纳 立即 可 见 ,以 上 定义 中 的 条 件 (2) 蕴 涵 着 :如 
果 Ai,As,…,A,En21, 则 有 Ai 人 Ai 们 … 门 A EF 

此 外 如 果 在 条 件 (3) 中 令 所 == 多 , 则 会 得 到 放 = aes A E35 
而 这 一 点 在 条 件 (1) 中 已 经 作 了 规定 .因此 我 们 为 验证 集合 及 的 
一 个 子 集 族 是 否 是 X 的 一 个 拓扑 ,在 验证 条 件 (3) 是 否 被 满足 时 
总 可 以 假定 多 尖 他. 

现在 首先 将 度量 空间 纳入 拓扑 空间 的 范畴 

定义 2.2.2 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . 令 了 7 为 由 及 中 的 所 
有 和 弄 集 构成 的 集 族 . 根 据 定理 2.1.2,( 夺 ,也 ) 是 天 的 一 个 拓扑 .我 
们 称 所 为 X 的 由 度量 p 诱导 出 来 的 拓扑 . 此 外 我 们 约定 :如 果 泛 
有 另外 的 说 明 ,我 们 提 到 度 重 空间 (Xp) 的 拓扑 时 , 指 的 就 是 拓扑 
多 ;在 称 度 童 空间 (X,p) 为 拓扑 空间 时 , 指 的 就 是 拓扑 空间 (入 ， 
7). 

因此 ,实数 空间 丸 ,n 维 欧 氏 空间 及" (特别 , 欧 氏 平面 发 )， 
Hilbert 空间 过 都 可 以 时 合 拓 扑 空间 ,它们 各 自 的 括 扑 分 别 便 是 由 
例 2.1.1, 例 2.1.2 和 例 2.1.3 中 定义 的 各 自 的 度量 所 诱导 出 来 
的 拓扑 . 

度量 空间 是 拓扑 空间 中 最 为 重要 的 一 类 .于 此 ,我 们 再 举 出 一 
些 拓扑 空间 的 例子 . 

例 2,2.1 平庸 空间 . 

设 互 是 一 个 集合 . 令 生 区, 人 |. 容易 验证 ,了 是 X 的 一 个 拓 
扑 , 称 之 为 和 的 平庸 拓扑 ;并 且 我 们 称 拓扑 空间 (X ,9) 为 -- 个 平 
良 空 间 . 在 平庸 空间 (X ,3) 中 ,有 且 仅 有 两 个 开 集 , 即 X 本 身 和 空 
集 多 . 
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例 2.2.2 青 散 空间 - 

设 美 是 一 个 集合 . 令 9= 纪 》, 即 赴 X 的 所 有 子 集 构 成 的 
族 . 容易 验证 ,7 是 X 的 一 个 拓扑 , 称 之 为 X 的 离散 拓扑 ;并 且 我 
们 称 拓 扑 空间 (和 ,7) 为 一 个 离散 空间 .在 离散 空间 (X.7) 中 ,天 的 
每 一 个 子 集 都 是 开 集 、 

例 2.2,3 设 XX=fa,Bb,c). 令 

9= [8, {a},la,bl,ta,b,cil 

容易 验证 ,了 是 X 的 一 个 拓扑 ,因此 (X,3 症 一 个 拓扑 空间 , 这 个 
拓扑 空间 既 不 是 平庸 空间 又 不 是 离散 空间 . 

例 2.2.4 有 限 补 空间 . 

设 和 是 一 个 集合 ,首先 我 们 重申 : 当 我 们 考 叫 的 问题 中 的 基 
础 集 自明 时 ,我 们 并 不 每 次 提起 . 因此 在 后 文中 对 于 X 的 每 一 个 
子 集 A, 它 的 补 集 多 一 A 我 们 写 为 A'. 令 

3= |UCXIU' 是 XX 的 一 个 有 限 子 集 1UU| i 

先 验证 9 是 X 的 一 个 拓扑 : 

(1) XE 因为 X = 多 ;另外 ,根据 定义 便 有 EF 

(2) 设 A,BE 于 如 果 有 A 种 BB 之 中 有 一 个 是 空 集 , 则 ANB= 
作 和 到 假定 A 种 B 都 不 是 空 集 . 这 时 (ANMB) =A’UB' 是 X 的 
一 个 有 限 子 集 ,所 以 AN BEF. 

(3) 设 匀 CC 下令 歼 = 贡 一 | 他 .显然 有 


如 时 有 = 名 , 则 


设 丈夫 由 .任意 选取 AuE 抱 . 这 时 
(Us 7= (Way 


= /ACA’, 
AEF, 
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是 XX 的 一 个 有 限 子 集 , 所 以 Unes AE 

根据 上 述 (1), (2) 和 (3),? 是 六 的 一 个 拓扑 , 称 之 为 XX 的 有 
限 补 拓扑 . 拓扑 空间 {X ,3) 称 为 一 个 有 限 补 空间 . 

例 2.2.5 可 数 补 空间 . 

设 久 是 一 个 集合 . 令 

多 |UCX|U 是 X 的 一 个 可 数 子 集 |U| 弛 | 
通过 与 例 2.2.4 中 完全 类 似 的 做 法 容易 验证 (请 读者 自 证 )9 是 天 
的 一 个 拓扑 , 称 之 为 X 的 可 数 补 扫 扑 . 拓扑 空间 (X,3) 称 为 一 个 
可 数 补 空间 ， 

一 个 令 人 关心 的 问题 是 拓扑 空间 是 否 真 的 要 比 度量 空 间 的 范 
围 更 广 一 点 ? 换 句 话 就 是 问 :是 否 每 一 个 拓扑 空间 的 拓扑 都 可 以 
由 某 一 个 度量 诱导 出 来 ? 

定义 .2.3 设 (X, 习 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 存 在 中 的 一 个 
度 时 P 使 得 拓扑 了 即 是 由 度量 p 诱导 出 来 的 拓 失 也， 则 称 (X,9) 
是 一 个 可 凋 量 化 空间 . 

根据 这 个 定义 ,前 述 问 题 即 是 ;是 否 每 一 个 拓扑 空间 都 是 可 度 
量化 空间 ?从 $2.1 中 的 习题 2 和 3 可 以 看 出 ,每 一 个 只 含有 限 
个 点 的 度量 空间 作为 拓扑 空间 都 是 离散 空间 .然而 一 个 平 靖 空间 
如 果 含 有 多 于 一 个 点 的 话 , 它 肯定 不 是 离散 空间 ,因此 它 不 是 可 上 度 
量化 的 ; 例 2.2.3 中 给 出 的 那个 空间 只 含有 三 个 点 ,但 不 是 离散 空 
间 , 也 不 是 可 度量 化 的 . 由 此 可 见 ,拓扑 空间 是 比 度 量 空间 的 范 
要 广泛 .进一步 的 问题 是 满足 一 些 什么 条 件 的 拓扑 空间 是 可 度量 
化 的 ? 这 是 点 集 拓扑 学 中 的 重要 间 题 之 一 ,以 后 我 们 将 专门 讨论 ， 

现在 我 们 来 将 度量 空间 之 间 的 连续 映射 的 概念 推广 为 拓扑 空 
间 之 间 的 连续 映射 

定义 2.2.4 设 了 和 Y 是 两 个 拓 补 空间 ,三 :和 -> 了 .如 果 了 
中 每 一 个 开 集 避 的 原 象 六 !( 呵 ) 是 壬 中 的 一 个 开 集 , 则 称 是 从 
多 到 YY 的 一 个 连续 映射 ,或 简称 快 射 了 连续 . 
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按 这 种 方式 定义 拓扑 空间 之 加 的 连续 映射 ,明显 是 受到 了 
$2.1 中 的 定理 2.1.4 的 启发 .并 且 那 个 定理 也 保证 了 : 当 义 和 YY 
是 两 个 度量 空间 时 ,如果 f: XX 一 Y 是 从 度量 空间 X 到 度量 空间 Y 
的 一 个 过 续 映 射 ,那么 它 也 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 一 个 
连续 揣 射 ,反之 亦 然 . (按照 约定 ,涉及 的 拓扑 当然 都 是 指 诱导 拓 
扑 .) 

平面 的 这 个 定理 尽管 证 明 十 分 容易 ,但 所 指出 的 却 是 连续 映 
射 的 最 重要 的 性 质 . 

定理 2.2.1 设 X,Y 和 2 都 是 拓扑 空间 . 则 

(1) 恒 同 映射 ix :X->X 是 一 个 连续 映射 

(2) 如 果 f:X>Y 了 和 g: YZ 都 是 连续 映射 , 则 go ff: 一 Z 

也 是 连续 映射 ， 

证 明 (1) 如 果 U 是 X 的 一 个 开 集 , 则 ix'( UU) = UU 当然 也 
是 X 的 开 集 ,所 以 zx 连续 . 

(2) 设 广 X-~Y 和 38:Y 一 2 都 是 连续 映射 .如 果 多 是 Z 的 
一 个 升 集 ,由 于 g 连续 ,g ( 厂 ) 是 了 的 开 集 :又 由 于 了 上 连续, 故 
了 《gg 《W)) 是 XX 的 开 集 .因此 

(gof) '(W)=f  (g  (W)) 
是 X 的 开 集 .这 证 明 g* 了 连续 国 

在 数学 科学 的 许多 学 科 中 都 要 涉及 两 类 基本 对 象 .例如 在 线 
性 代数 中 我 们 考虑 线性 空间 和 线性 变换 ,在 群 论 中 我 们 考虑 群 和 
同 态 ,在 集合 论 中 我 们 考虑 集合 和 喘 射 ,在 不 同 的 几何 学 中 考虑 各 
自 的 图 形 和 各 自 的 变换 等 等 .并 且 对 于 后 者 都 要 提出 一 类 来 予以 
重视 ,例如 线性 代数 中 的 (线性 ) 同 构 , 群 论 中 的 同 构 , 集 合 论 中 的 
一 一 映射 ,以 及 初等 几何 学 中 的 刚体 运动 ( 即 平 移 加 旋转 ) 等 等 .我 
们 现在 已 经 提出 了 两 类 基本 对 象 , 即 拓扑 空间 和 连续 映射 .下 面 将 
从 连续 映射 中 挑 出 重要 的 一 类 来 给 予 特别 的 关注 . 

定义 2.2.5 设 义 和 YY 是 两 个 拓 村 空间 .如 果 :XrY 是 一 
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个 一 一 映射 ,并 且 了 和 J ': YX 都 是 连续 的 , 则 称 了 是 一 个 同 
古 映 射 或 同 姬 . 

定理 2.2.2 设 关 ,Y 和 Z 都 是 拓扑 空间 . 则 

(1) 恒 同 映 竺 ix:X 一 其 是 一 个 同 胚 ; 

(2) 如 果 fiX-*Y 是 一 个 同 胚 , 则 广 ! :YX 也 是 一 个 同 

盈 ; 
(3) 如 果 了 :XY 了 和 g:Y 一 2Z 都 是 同 胚 , 则 go :XZ 也 
是 一 个 同 胚 . 

证 明 以 下 证 明 中 所 涉及 的 根据 ,可 参见 定理 2.2.1, 定 理 
1.5.3 和 定理 1.5.4. 

(1) ix 是 一 个 一 一 映射 .并且 i = ix! ,都 是 连续 的 ,从 而 i 
是 同 胚 ， 

(2) 设 产 X> 工 是 一 个 同 肪 .因此 三 是 一 个 一 一 映射 ,并 县 / 
和 f°!' 都 是 连续 的 .于 是 广 :也 是 -- 个 一 一 观 射 并 且 广 ! 和 
(f= 了 也 都 是 连续 的 ,所 以 广 :也 是 一 个 同 胚 . 

(3) 设 f:X->Y 和 g:Y->2Z 都 是 同 肚 . 因 此 和 g 都 是 一 一 
映射 ,并 且 f,f',g 和 g ' 都 是 连续 的 .因此 go 三 也 是 一 一 陕 射 ， 
并 县 ge 了 和 (go 六 “=f'og 都 是 连续 的 .所 以 go 是 一 个 同 
Li | 

定义 2.2.6 设 X 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ,如 果 存 在 一 个 同 肥 
XY, 则 称 括 牛 空间 多 与 拓 杆 空间 Y 是 同 有 是 的 ,或 称 久 与 Y 
同 古 ,或 称 X 同 胚 于 了 . 

粗略 地 说 , 同 胚 的 两 个 空间 实际 上 便 是 两 个 具有 和 相向 拓扑 结 
构 的 空间 . 

定理 2.2,3 设 义 ,Y 和 Z 都 是 拓扑 空间 . 则 

(1) X 与 广 同 豚 ; 

(2) 如 果 症 与 了 同 胚 , 则 了 与 X 同 豚 

(3) 如 果 怀 与 也 同 胚 ,了 与 Z 同 胚 , 则 类 与 Z 局 故 . 
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证 明 ”从 定理 2.2.2 直接 得 到 并 

根据 定理 2.2.3, 我 们 可 以 说 :在 任意 给 定 的 一 个 由 拓扑 空间 
组 成 的 族 中 ,两 个 拓扑 空间 是 否 同 肝 这 .~ 关系 是 一 个 等 价 关 系 0. 
闵 而 同 豚 关 系 将 这 个 拓扑 空间 族 分 为 互 不 相交 的 等 价 类 ,使 得 属 
上 同一 类 的 拓扑 空间 彼此 同 胚 ,属于 不 同类 的 拓扑 空间 彼此 不 同 
用 - 


拓扑 空间 的 某 种 性 质 已 ,如 果 为 某 一 个 拓扑 空间 所 具有 , 则 必 
为 与 其 同 胚 的 任何 一 个 拓扑 空间 所 县 有 , 则 称 此 性 质 P 是 一 个 拓 
扑 不 变性 质 .换言之 ,拓扑 不 变性 质 即 为 同 胚 的 拓扑 空间 所 共有 的 

拓扑 学 的 中 心 任务 便 是 研究 拓扑 不 变性 质 . 

译 此 我 们 已 经 敌 完了 将 数学 分 析 中 我 们 熟知 的 欧 氏 空间 和 欧 
氏 空间 之 间 的 连续 函数 的 概念 ,经 由 度量 空间 和 度量 空间 之 间 的 
连续 映射 ,一 直 抽 象 为 拓扑 空间 和 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 这 样 
一 个 在 数学 的 历史 上 经 过 了 很 长 的 一 段 时 期 才 完 成 的 工作 ,在 数 
学 的 发 展 过 程 中 对 所 研究 的 问题 不 断 地 荐 以 抽象 这 种 做法 是 话 见 
不 鲜 的 ,但 每 :次 的 抽象 都 是 把 握 住 胆 的 研究 对 象 (或 其 中 的 茶 一 
个 方面 ) 的 精粹 而 进行 的 一 次 提升 ,是 一 个 去 粗 取 精 的 过 程 ,也 正 
因为 如 此 ,新 的 概念 和 理论 往往 有 更 多 的 包容 . 丘 扑 学 无 疑 也 是 如 
此 ,方面 它 使 我 们 对 “空间 "和 ”* 连 续 " 有 更 为 纯正 的 认识 , 另 - 方 
面 也 包含 了 无 法 列 人 以往 的 理论 中 的 新 的 研究 对 得 (特别 是 许多 
无 法 作为 度量 空间 处 理 的 映射 空间 ). 这 -- 切 读者 在 学 习 的 过 程 中 
必然 会 不 断 地 加 深 体会 . 

为 了 使 读者 对 新 旧 概 念 的 区 别 有 较 深 的 印象 ,在 这 两 节 中 我 


由” 有 有 的 读者 或 许 会 癌 ,为 什么 不 说 :“ 在 由 全 体 拓扑 空间 组 成 的 族 中 ,两 个 拓扑 空 
间 是 否 同 肽 这 一 关系 是 一 个 等 价 关 系 ?" 这 是 因为 ,承认 有 ”由 全 体 拓扑 空间 组 成 的 族 ” 


会 引起 记 壬 不 导 : 若 记 这 个 旅 为 工 , 令 字 = | 于 |(X, 刀 E 了 |. 冉 予 宁 以 平 府 拓 扑 沪 ,于 
是 全 ,多 JE 工 ,从 面 茸 E 了 .这 献 产生 了 -个 集合 是 自己 的 元 到 的 问题 了 。 
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们 给 了 一 些 例子 (今后 还 将 会 给 出 另外 的 - - 些 ). 客观 地 说 这 两 节 
的 例子 中 除去 欧 氏 空间 (包括 实数 空间 ) 和 Hilbert 空间 ,其 它 的 都 
频 显 得 有 点 几 怪 , 它 们 明显 地 是 为 了 澄清 概念 而 构造 出 来 的 . 这 些 
例子 只 是 帮助 我 们 更 好 地 掌握 拓扑 学 的 工具 ,读者 不 要 以 为 拓扑 
学 就 是 数学 分 析 中 的 连续 函数 理论 加 上 一 些 不 常见 的 反例 . 


习 题 


1. 证 明 俩 2,2.5. 
2 对 于 每 一 个 天 E 包 


,人 令 届 {m2 mm 这 ni, 证明; 
Aln€Z {UIg] 


是 正 整 歼 集 2. 的 一 个 拓扑 . 

3. 就 n=2,3,4 指 出 : 

(1) 恰 售 = 个 点 的 集合 一 共有 多 少 个 拓扑 ? 

(2) 恰 售 = 个 点 前 拓扑 空间 一 共有 才 少 个 同 胚 等 价 类 ? 

4. 分 别 确定 有 限 补 空间 和 可 数 补 空间 何 时 是 可 度量 化 空间 . 

5. 证 明 :每 一 个 离散 空间 都 是 可 度 景 化 的 . 

6. 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 ,证 明 :作为 拓扑 空间 X 是 一 个 诬 散 空间 ， 
当 且 仅 当 p 是 一 个 离散 度 最 . 

了 3, 设 也 和 和 是 集合 六 的 两 个 拓扑 .证 明 : 门 Fs 也 是 XX 的 拓扑 .举例 
说 明 也 村 可 以 不 是 的 气 扑 ， 

8. 设 { 到 [yer 是 由 集合 X 的 一 些 扼 近 构 成 的 一 个 集 族 ,其 中 指标 集 厂 
非 空 证明: 站 ye 5 是 X 的 一 个 拓扑. 

9. 设 (X,5) 是 一 个 拓扑 空 间 , 其 中 oe 是 任何 一 个 不 属于 X 的 元 素 0D. 令 
”=XXUiwl ,= 和 |X* 上 .证 明 (X" ,下 ) 是 一 个 拓扑 空间 . 

10. 证 明 ; 

《Dn 从 拓扑 空间 到 平庸 空间 的 任何 映射 都 是 连续 映 身 ; 

(2) 从 离散 空间 到 拓扑 空间 的 任何 映射 都 是 连续 回 射 . 

11. 举例 说 明 ; 拓 扑 空 间 之 间 的 连续 的 一 一 映射 的 逆 映 射 厢 以 不 是 连续 


由” 这样 一 个 元 素 是 存在 的 ,例如 令 o= 和 


12. 设 X 和 了 是 两 个 同 胚 的 拓扑 空间 . 证明: 如 果 大 是 可 度量 化 的 , 则 
工 也 是 可 度量 化 的 ， 
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我 们 在 数学 分 析 中 定义 映射 的 连续 性 是 从“ 局部" 到“ 整体” 
的 ,也 就 是 说 先 定义 映射 在 某 一 点 处 的 连续 性 ,然后 再 定义 这 个 映 
射 本 身 的 连续 性 ,然而 对 于 拓扑 空 季 的 陕 射 而 言 , 先 定义 映射 本 身 
的 连续 性 更 为 方便 ,所 以 我 们 先 在 $2.2 中 做 好 了 ;现在 轮 到 给 出 
映射 在 某 一 点 处 的 连续 性 的 定义 了 .在 定理 2.1.4 中 我 们 已 经 发 
更 ,为 此 只 要 有 一 个 适当 的 称 之 为 “ 邻 域 "的 丢 念 ,而 在 82. 1 中 定 
义 度 量 空间 的 邻 域 时 又 只 用 到 “ 开 集 ”. 因 此 我 们 先 在 拓扑 空间 中 
建立 邻 域 的 概念 然后 再 给 出 映射 存 某 一 点 处 的 连续 性 的 概念. 这 
些 概念 的 给 出 一 点 也 不 会 使 我 们 感到 突然 . 

定义 2.3.1 设 ( 多 ,3) 是 一 个 拓扑 空间 ,x EX. 如 果 咒 是 外 
的 一 个 子 集 ,满足 条 件 :存在 一 个 开业 YE 了 使 得 xE VCU, 则 
称 U 是 点 工 的 一 个 邻 域 . 点 < 的 所 有 邻 域 构成 的 X 的 子 集 族 称 
为 点 x 的 邻 域 系 , 易 见 ,如 果 U 是 包含 着 点 z 的 一 个 开 集 ,那么 它 
一 定 是 工 的 一 个 邻 域 ,于 是 我 们 称 U 是 点 z 的 一 个 开 邻 域 . 

首先 注意 , 当 我 们 把 “个 度量 空间 看 作 拓扑 空间 时 (这 时 , 空 
间 的 拓扑 是 由 度量 诺 导 出 来 的 拓扑 ), 一 个 集合 是 否 是 某 一 个 点 的 
邻 域 ,无 论 是 按 8$2.1 中 的 定义 或 者 是 按 这 里 的 定义 ,都 是 - : 回 
事 ， 


定理 2.3.1 括 朴 空间 XX 的 一 个 了 集 呆 是 开 集 的 充分 必要 
条 件 是 U 是 它 的 每 一 点 的 侠 域 , 即 只 要 zE ,LU 便 是 z 的 一 个 
邻 域 ， 

证 明 ”定理 中 条 件 的 必要 性 是 明显 的 . 以 下 证 明 充分 性 .如 果 
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U 是 空 集 儿 ,当然 U 是 … 个 开 集 .下 设 口 关 2. 根据 定理 中 的 条 
件 , 对 于 每 -- 个 ze 5U 存在 一 个 开 集 U, 使 得 zE U,CCU. 因 此 
U=- 昌 zlCUuco 

放 U=U ,ewU, .根据 拓扑 的 定义 , U 是 一 个 开 集 -十 

定理 2.3.2 概括 了 邻 域 系 的 基本 性 质 . 

定理 2.3.2 设 X 是 一 个 大村 空间 .记忆 为 点 +EX 的 领域 
系 . 则 : 

(1) 对 于 任何 xEX, 必 天 所 ;并且 如 果 UE 路 , 则 xwEU; 

(2) 如 果 D VE 沁 , 则 UnVvE 写 ; 

(3) 如 果 UE 并 并且 UCTV, 则 VE 尼 ; 

《4)》 和 如果 UE 沁 , 则 站 在 VE 尼 满足 条 件 :(i) VCU 和 (ii) 

对 于 任何 yE V ,有 VEL. 

证 明 (1) 对 于 任何 EX, 由 于 XX 是 一 个 开 集 , 所 以 显然 和 
E 妈 ,因此 沁 夫 好 .此 外 根据 邻 域 的 定义 ,一 个 点 的 邻 域 必 包 合 
这 个 点 本 身 . 

(2) 设 U,VE 访 . 则 存在 开 集 Uo 和 V, 使 得 x€ UCU 
和 zxE VoCV 成 立 .从 击 我 们 有 zeE Lon VoCUNV. 由 于 UU。 
门 Vo 是 -个 开 集 , 故 Um VE 各- 

(3) 设 UE 必 ,并且 有 UCYV-. 则 存在 开 集 Un 使 得 rE LN 
COD, 从 而 有 x& LUoCY ,因此 YEN. 

(4) 设 UE 肥 , 令 VV 为 满足 条 件 zE VCU 的 任何 一 个 开 
集 .Y 已 经 满足 条 件 (i) ,根据 定理 2.3.1, 它 也 满足 条 件 (说 六 

尺 下 定型 表明 ,我 们 完全 可 以 从 部 域 系 的 概念 出 发 来 建立 拓 
扑 空间 理论 ,这 种 做 法 在 点 集 拓 扑 发 展 的 早期 常 被 采用 ,并 旦 这 种 
做 法 或 许 还 显得 自然 .一 点 ,但 不 如 现在 流行 的 从 开 集 概念 出 发 定 
义 拓扑 来 得 简洁 . 

定理 2,3,3 设 X 是 一 个 业 合 .又 设 对 于 每 一 点 rE 交 指 定 
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了 X 久 的 一 个 子 集 族 及 ,并 且 它 们 满足 定理 2.3.2 中 的 条 件 (1) ~ 
{4) .到 久 有 唯一 的 一 个 拓扑 了 使 得 对 于 每 一 点 工 扎 六, 子 集 族 尼 
恰 是 点 工 在 拓 站 空间 (处 ,区 中 的 邻 域 系 、 

证 明 令 

3= |UCX| 和 如果 rzEU, 则 有 UE 六 1 
我 们 验证 3 是 的 一 个 托 扑 : 

(i) 空 集 名 中 没有 任何 一 个 点 ,所 以 显然 E53; 对 于 任何 
EX, 根 据 定理 2,3,2 中 的 条 件 (1), 可 以 任意 选取 QUE 全 ;由 于 
U 是 X 的 一 个 子 集 ,根据 定理 2.3.2 中 的 条 件 (3), 我 们 有 
EV. 因此 XET 

( 门 设 A,8EF 如 果 xzEANB, 由 二 我 人 AE 呈 和 BE 
纪 ,根据 定理 2, 3,2 中 的 条 件 (2) 可 见 和 A 站 BE 各 .因此 
ANBET. 

(证 ) 设 导 CC 了 如 果 zE Uaey 4A, 则 存在 UE 玉 使 得 ZE U. 
由 于 UE 兄 所 以 UE 业 ;由 于 UCUasrA ,所 以 根据 定理 2.3.2 
中 的 条 件 (3) 有 Uses AE 4 .这 证 明 Uney ,AE 

现在 记 任 意 一 点 zEE 义 在 拓扑 空间 (XX, 四 中 的 邻 域 系 为 窗 ， 

并 且 证 明 候 二 忆 . 设 UEk. 根 据 定理 2.3.2 中 的 条 件 (4), 可 见 
存在 YE 汪 使 得 VEF; 又 根据 定理 2 3.2 中 的 条 件 (1), 可 见 x 
EV, 于 是 zxEVCU, 从 而 UE 弦 .这 证 明 弘 己 中 . 男 一 方面 ， 
设 矿区 外 . 则 存在 VE 了 使 得 zE V'" CU .由 于 VE 六 
并 下 根据 定理 2.3.2 中 的 条 件 (3), 可 见 U" € 人 红 ,. 这 又 证 明了 纺 
汪 妈 .因此 改 = 钻 ， 
剩 下 证 明定 理 中 谈 到 的 唯一 性 .为 此 假定 7. 是 X 的 一 个 拓 
扑 , 使 得 对 于 任何 xEX,X 的 子 集 族 所 便 是 点 x 在 拓扑 空间 
(X,9. ) 中 的 邻 域 系 .这 时 根据 定理 2 3. 1 立时 可 见 仿 , 人 5. 当 
县 仅 当 zE W. 萄 涵 克 ,E 咏 ,好 砚 ,人 和 这 证 明示 = 午 
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现在 我 们 来 将 度量 空间 之 间 的 连续 映射 在 一 点 处 的 连续 性 的 
概念 推广 到 拓扑 空间 之 间 的 映射 中 去 . 

定义 2.3,2 设 了 和 Y 是 两 个 拓 提 空间 ,/ ;XY,r€EX. 
如 果 f(x)EY 的 每 一 个 领域 Dj 的 原 象 f ( 口 ) 是 x 亿 XX 的 一 个 
邻 域 , 则 称 映 射 了 是 一 个 在 点 x 处 连 织 的 上 映射 ,或 简称 映射 了 在 
点 处 连续 . 

与 连续 映射 的 情形 一 样 , 按 这 种 方式 定义 拓扑 空间 之 间 的 喘 
射 在 某 一 点 处 的 连续 性 也 明显 地 是 受到 了 $2.1 中 的 定理 2.1.4 
的 启发 . 并 且 那 个 定理 也 保证 了 : 当 X 和 Y 是 两 个 度量 空间 时 ,如 
果 产 X~~Y 是 从 度量 空间 和 到 度量 空间 Y 的 一 个 映射 , 它 在 某 
一 点 守 EX 处 连续 ,那么 它 也 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 
一 个 在 点 zx 处 连续 的 映射 ;反之 亦 然 ， 

这 里 我 们 也 有 与 定理 2.2.1 类 似 的 定理 . 

定理 2.3.4 设 久 ,YY 和 Z 都 是 拓 相 空间. 则 

(1) 恒 同 映射 i :XX 一 处 在 每 一 点 rEX 处 连续 ; 

(2) 如 果 [:X 一 了 在 点 tzEX 处 连续 ,g:Y 了 一 2 在 点 [zt) 处 

连续 , 则 go f: 久 >Z 在 点 过 处 连续 、 

证 明 请 读者 自己 补 证 国 

以 下 定理 则 建立 了 “局 部 的 "连续 性 概念 和 “整体 的 "连续 性 概 
念 之 间 的 联系 . 

定理 2.3.5 设 针 和 Y 是 两 个 括 扑 空间 ,了 :XX 一 Y. 则 映射 了 
连续 当 且 仅 当 对 于 每 一 点 zx 全 X, 上 映射 了 在 点 工 处 连续 ， 

证 明 必要 性 : 设 映 射 了 连续 ,zxEX. 如果 UU 是 F(x) 的 一 
个 邻 域 , 则 存在 开 集 六 使 得 f(x)E VCU, 于 是 xEf (VC 
广 !(D) ,其 由 广 :(VY) 是 一 个 开 集 ,从 而 /1(U) 是 zz 的 一 个 令 
域 ,这 证 明了 在 点 x 处 连续 ， 

充分 性 : 设 对 于 每 一 点 zxEX ,映射 了 在 点 x 处 连续 .如 果品 
忆 Y 是 一 个 开 集 , 则 对 于 每 一 点 x Ef71( UU), 集 合 UU 是 f(z)€ 
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个 邻 域 ,因而 广 〈U) 是 -- 个 开 集 ,这 就 证 明了 三 连续 精 


$2,4 导 集 , 闭 集 , 闭 包 


如 果 在 一 个 比 扑 空间 中 给 定 了 一 个 子 集 ,那么 拓扑 空间 中 的 
每 一 个 点 相对 于 这 个 子 集 而 言 “处 境 " 和 名 自 不 同 ,因此 可 以 对 它们 
进行 分 类 处 理 . 

定义 2.4.1 设 针 是 一 个 拓扑 空间 ,ACK. 如 果 点 rEX 的 
每 一 个 邻 域 U 中 都 有 A 中 并 于 工 的 点 , 即 U 站 (A 一 1xi) 关 多 ， 


虚构 成 的 集合 称 为 A 的 导 集 , 记 作 d( 有 入). 如 果 z 允 A 并 及 x 不 是 
人 4 的 比 聚 点 , 即 存在 工 的 一 个 邻 域 口 使 得 UN 站 (A -izxt)= 多， 
则 称 之 为 人 A 的 一 个 孤立 点 . 

在 上 述 定义 之 中 ,凝聚 点 , 导 集 ,以 及 孤立 点 的 定义 无 例外 都 
依赖 于 它 所 在 的 拓扑 空间 的 那个 给 定 的 拓扑 .因此 , 当 你 在 讨论 问 
题 时 涉及 了 多 个 拓扑 而 又 谈 到 例如 线 聚 点 时 ,你 必须 明确 你 所 谈 
的 凝聚 点 是 相对 于 万 个 生 扑 而 言 ,不 容许 产生 任何 混 汪 .由 于 我 们 
将 要 定义 的 许多 概念 绝 大 多 数 都 是 依赖 于 给 定 拓扑 药 , 因 此 类 似 
于 这 里 谈 到 的 问题 今后 几乎 时 时 都 会 发 生 , 我 们 不 每 次 都 作 类 似 
的 注释 ,而 请 读者 自己 留心. 

某 些 读者 可 能 已 经 在 诸如 欧 氏 空间 中 接 甬 过 刚刚 定义 的 这 些 
概念 ,但 绝 不 要 以 为 对 欧 氏 空间 有 效 的 性 质 .例如 欧 氏 空间 中 餐 聚 
点 的 性 质 ,对 一 般 的 折 扑 空间 都 有 效 .以 下 两 个 例子 可 以 帮助 读者 
澄清 某 些 不 正确 的 潜在 印象 . 

例 2.4.1 离散 空间 中 集合 的 凝聚 点 和 导 集 ， 

设 XX 是 -个 离散 空间 ,A 是 X 中 的 一 个 任意 子 集 . 由 于 X 中 
的 每 一 个 单 点 集 都 是 开 集 ,因此 如 果 z 捷 X, 则 > 有 一 个 肆 域 1 
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使 得 iz 站 (A4 -iri)= 所, 于 是 zx 不 是 A 的 凝聚 点 .以 上 论证 说 
明 , 集 合 A 没有 任何 一 个 凝 谷 点 , 从 而 A 的 导 集 是 空 集 , 即 
dAD)= @. 

例 2.4.2 平 唐 空 间 中 集合 的 凝聚 点 和 导 集 . 

设 久 是 一 个 平庸 空间 ,A 是 X 中 的 -- 个 奸 意 子 集 . 我 们 分 三 
种 情形 讨论 : 

第 1 种 情形 ;A= .这 时 4 显然 没有 任何 一 个 凝聚 点 , 亦 即 
CA)= 好 (可 以 参见 定理 2.4.1 中 第 (1) 条 的 证 明 .) 

第 2 种 情形 ;A 是 一 个 单 点 集 , 令 A= ixzoi. 如果 了 EXx 尖 
Zo 点 4 只 有 唯 … 的 -… 个 邻 域 XX, 这 时 zo EXNCA [7 .所 以 
入 站 (4 一 和 上 和 产品 ;因此 之 是 A 的 -个 汉 聚 点 , 即 zEd(A). 然 
而 对 于 .ro 的 椎 一 邻 域 X 有 X 门 (4 -ixzo 和 = ,所 以 rz， 攻 
qd( 入 ). 于 是 我 们 得 到 ad(A)=X-A. 

第 3 种 情形 :4 包含 着 多 于 一 个 点 .请 读者 自己 证 明 这 时 X 
中 的 每 -个 点 都 是 A 的 疑 豪 点 , 即 d(A)=XX. 

定理 2,4,1 设 义 是 一 个 拓扑 室 间 ,ACXX. 则 

(1) CC 也)= 好 ; 

(2) ACB 莫 涵 4(A}yCd(B); 

(3) ae(AUB)=d(4JUdCB)， 

(4) d(d( ADCAUdA). 

证 明 (1) 由 于 对 于 任何 一 点 xEX 和 点 xz 的 任何 一 个 邻 域 
UU 有 UN(GG -izl)= ,所 以 z 对 a( 0). 办 此 d( 2}= 0. 

42) 设 ACB. 如 果 xEqd(lA),U 是 x 的 一 个 邻 域 ,由 于 1 
(A 一 1rj) 关 名 , 故 有 器 站 (B11zi) 关 放 , 因 此 xEqd(B). 这 证 
明了 <(4)Ce(B). 

{3) 根据 (2), 由 于 A,8CAUB, 所 以 有 d(A),d(B)C 
4d(AUB), 从 丽 dtA)Ud(B)Cad(AUB). 另 一 方面 ,如 果 xz 医 
Q(AUa(B), 也 就 是 说 既 有 x 人 d(A) 又 有 x 人 4d(B). 于 是 工 
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有 一 个 邻 域 U 使 得 UN(A ~iz1)= 多 ,x 也 有 一 个 邻 域 V 使 得 
VN(A -1x)= .对 于 x 的 邻 域 D=UNV, 我 们 有 : 
DNCUCAUB)- Iz!) 
=DNC(A- TzD)U(B-1z))) 
=(DNCA-IziDUDNGEB- iz))) 
CUNA-IzDUYNB -ll)= 8 
因此 DNCAAUB) -ixzhbD= 多 ,所 以 xz 对 d(AUB). 这 就 得 到 
a(AUB)Ca(A)Ud(B), 综 上 所 述 ,可 见 (3) 成 立 . 
(4) 设 xz 导 AUd(A4), 即 既 有 x 人 A 又 有 x 针 d(A). 则 过 
有 一 个 邻 域 U 使 得 UN(A 一 1r})= .任意 选取 VV 为 x 的 一 个 
开 邻 域 ,使 得 它 包含 于 U 中 ,这 时 我 们 也 有 V 站 (A-{z1)= &. 
由 于 x 侍 有 ,所 以 由 此 可 见 VN 站 A = 好 .这 也 就 是 说 ,Y 中 的 任何 
一 个 点 都 不 是 A 中 的 点 ,因此 对 于 任何 y€ V, 有 VNC(A -|y)) 
= 多; 由 于 VV 是 y 的 一 个 邻 域 ,因此 y 不 是 A 的 凝聚 点 , 即 y 
d{ 有 4). 这 说 明 V 中 没有 A 的 任何 一 个 凝聚 点 .于 是 x 有 一 个 邻 
域 V 与 4 的 导 集 4(A) 无 交 , 所 以 x Fd(d(A4)). 将 以 上 的 论证 
概括 起 来 便 是 :只 要 xz AUad(A), 便 有 xz 千 d(d(A)), 这 也 就 
是 说 dad(4))CANa(A), 即 (4) 成 立 ， 硬 
定义 2.4.2 设 义 是 一 个 拓 扩 空间 , ACCX. 如果 A 的 每 一 
个 凝聚 点 都 属于 A , 即 &(A)JCA, 则 称 A 是 括 扑 空间 中 的 一 个 
闭 集 . 
例如 ,根据 例 2.4.1 和 例 2.4.2 中 的 讨论 可 见 , 离 散 空间 中 的 
任何 一 个 子 集 都 是 闭 集 , 而 平庸 空间 中 的 任何 一 个 非 空 的 真子 集 
都 不 是 闭 集 . 
定理 2.4.2 设 和 是 一 个 拓扑 空间 ,A 志 X. 则 人 是 一 个 闭 
集 , 当 且 仅 当 A 的 补 全 A 是 一 个 开 集 . 
证 明 必要 性 : 设 A 是 一 个 闭 集 .如 果 zEA, 则 工 闻 人 
并 且 x 有 一 个 邻 域 口 使 得 UN 站 (A 1xz))= 多 ,从 而 UIA= 名， 
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亦 即 UCA', 这 证 明 , 对 于 任何 ztEA’,A' 是 xz 的 -一 个 介 域 ,因此 
及 是 一 个 开 集 . 

充分 性 ; 设 A' 是 一 个 开 集 .如 果 x€ 4', 则 A' 是 x 的 一 个 邻 
域 , 它 满足 条 件 : A 门 A= 多. 因此 x 革 d(&). 于 是 我 人 有 d(A) 
CA, 即 4 是 一 个 闭 集 ， 国 

例 2.4.3 实数 空间 民 中 作为 闭 集 的 区 间 . 

设 a,6bER 总 ,a<<6. 闭 区 间 [a,6b] 是 实数 室 间 民 中 的 一 个 团 
集 ,因为 [a ,5 的 补 集 [a ,54 了 =(-%m,a) 们 (8,%) 是 一 个 开 集 . 
同 开 ,( - %,a] 和 [4,5%) 都 是 闭 集 ,( -0%,%)= 避 更 显然 是 一 个 
闭 集 ,然而 开 区 问 (a ,5) 却 不 是 闭 集 ,因为 a 是 (ae) 的 一 个 凝聚 
点 但 a (4,5). 同 理 区 间 (a ,6b1,[a,5),(~%,a) 和 (6,o0) 者 
不 是 闭 集 ， 

定理 2.4.3 设 X 是 一 个 拓扑 空间 . 记 扩 为 所 有 闭 集 构成 的 
旋 . 则 ; 

(DX, SEF 

他) 如果 有 入 ,BE 尖 则 AUBE 训 (从 而 如 果 A ,AA ，… A。 

En 六 1, 则 AIUAsU…UA,EF ) 

(3) 如 果 友 天 用 所 区 则 站 ac 凡生 多 

在 此 定理 的 第 (3) 条 中 ,我 们 特别 要 求 ZB 关 半 的 原因 在 主 当 
多 = 丘 时 所 涉及 的 交 运算 没有 定义 

证 明 ”根据 定理 2. 4 2, 我 们 有 

9= 1U'|UE 称 


其 中 ,5 是 X 的 后 扑 . 

(1) 由 于 X, BE 所 以 B=X' ,X= EF 

(2) 当 A,BEZF 时 ,有 有 A',B EF, 从 而 A’ 门 BEF 因 此 
AUB=A’UB’=(A‘NB) ES 

(3) 令 包 = 141A'E 有 1, 于 是 多 C 因此 Uves UE 从 而 
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定理 证 明 完 成 国 

例 2.4.4 Cantor 集 是 实数 空间 中 的 一 个 闭 集 . 

我 们 先 来 给 出 定义 . 先 定 义 映射 有 , 形 : 六 下 总 使 得 对 于 任何 
tf 所 让 有 


天 (D= 村 和 (9D= 子 + 二 
容易 验证 映射 J 和 户 都 是 同 胚 ,因此 ,任何 开 集 DC 汪 的 广 象 
J1(D) 和 户 象 f,( 品 ) 都 是 开 集 . 
现在 按 归 纳 原 则 定义 一 系列 开 集 A ,4;，… 如 下 : 令 4; = 


(于 : 计 ; 对 于 任何 > 了 定义 A = 户 (4 0)U 态 (4 -事实 


上 ,As 是 丽 个 开 区 网 ( 当 , 各 ) 和 |[ 宇 , 吉 之 并 , A， 是 四 个 开 区 闸 


售 ),( 瑟 坟 (个 汶 ). 舍 因 之 并 全 4= Us 
及 ,, 它 是 可 数 个 开 集 之 并 ,当然 是 一 个 开 集 . 容易 验证 ,A C10， 
1]. 集 合 C=[0,1] -A 称 为 Cantor 集 , 或 称 为 标准 Cantor 三 分 
集 - 它 是 一 个 闭 集 , 因 为 C=-0,1] 门 A', 而 等 式 右边 的 两 个 集合 
都 是 闭 集 . 

定义 2.4.3 设 久 是 一 个 拓扑 空间 ,ACX. 集 会 AA 与 A 的 
导 集 2(4) 的 并 4Ud(A) 称 为 全 合 A 的 闭 包 , 记 作 扩 或 及- 、 

容易 看 出 : zx 拟 站 当 且 仅 当 对 于 x 的 任何 一 全 邻 域 口 有 
UNAA GA. 

定理 2.4,4 托 扑 室 问 XX 的 子 集 入 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 
是 入 = 有 A. 

证 明 ”定理 成 立 是 因为 :集合 4 为 闲 集 当 且 仅 当 4d{A)CCA， 
而 这 义 当 且 仅 当 A=AUad(A4)， 田 

定理 2.4.5 设 义 是 一 个 拓扑 空间 . 则 对 于 任意 A,BEX 
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有 : 


证 明 (1) 成 立 是 由 于 是 闭 集 . 
(2) 成 立 是 根据 闭 包 的 定义 、 
(3) 成 立 是 因为 
AUB=(4UB)Ua(4UB) 
=AUBUa(A4)Ua(B). 
=(AUd(AN) UCBUa(B)) 


Ua(A}Ud(d(A)) 
=AUd(A)=A 

在 第 (3) 条 和 第 (4) 条 的 证 明 过 程 中 我 们 分 别 用 到 了 定理 
2.4.1 中 的 第 (3) 条 和 第 (4) 条 . 虱 

定理 2.4.6 拓扑 空 间 X 的 任何 一 个 子 集 A 的 闲 包 及 都 是 
闭 集 . 

证 明 根据 定理 2.4.4 和 定理 2.4.5(4) 直 接 推 得 . 国 

定理 2.4.7 设 避 是 一 个 拓扑 空间 ,多 是 由 空间 站 中 所 有 的 
闭 集 构成 的 族 , 则 对 于 X 的 每 一 个 子 集 A ,有 

A= eb ba 

即 集合 A 的 闭 包 等 于 包含 A 的 所 有 闭 集 之 交 . 

此 定理 的 等 式 中 , 门 pes.soaB 是 交 们 seiaeaso41B 的 简略 


表示 ,以 后 我 们 还 要 采用 这 类 表达 方式 而 不 另外 说 明 . 
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证 明 由 于 A 包含 于 站 yes so4B ,而 后 者 是 一 个 闭 集 ,所 议 
ac (|_B 


BES, BEOA 
另 -- 方 面 ,由 于 从 是 一 个 闭 集 ,并 且 ACA, 所 以 
se A 
综合 这 两 个 包含 关系 , 即 得 所 求证 的 等 式 ， 国 

由 定理 2.4.7 可 见 ,A 是 一 个 包含 着 A 的 闭 集 , 它 又 包含 于 
任何 一 个 包含 A 的 闭 集 之 中 ,在 这 种 意义 下 我 们 说 :一 个 集合 的 
闭 包 乃 是 包含 着 这 个 集合 的 最 小 的 闭 集 . 

以 上 由 一 个 集合 求 取 它 的 闭 包 的 手续 可 以 理解 为 空间 X 的 
短 集 弛 (X) 到 自身 的 一 个 映射 ,集合 ACX 在 这 个 映射 下 的 象 便 
是 4 的 闭 包 AAA， 

定义 2.4.4 设 夺 是 一 个 集合 .映射 c” :9(X) 一 2(X) 如 果 
满足 条 件 :对 于 任何 4 ,有 BE2(X)， 

(De (@)= @; 

(2) ACc (A); 

(3) ce* (AUB)=c° (A)Ue’ (B); 

(4) (ce (A))=e" (A); 

则 称 为 集合 X 的 一 个 闵 包 运算 . (以 上 四 个 条 件 通 常 称 为 Kura- 
tovski 闭 包 公理 . ) 

根据 定理 2.4.5, 将 拓扑 空间 X 的 子 集 A 映 为 它 的 闭 包 去 的 
那个 从 X 的 等 集 似 X) 到 自身 的 映射 便 是 一 个 闭 包 运算 ,好 这 个 
映射 满足 Kuratovski 闭 包 公理 , 不 仅 如 此 ,下 面 的 定理 说 明 Kura- 
tovski 闭 包公 理 和 我 们 定义 拓扑 的 三 个 条 件 等 价 . 有 些 文献 [尤其 
是 在 点 集 拓扑 发 展 的 早期 出 现 的 文献 ) 就 是 从 闭 包 运 算出 发 来 建 
立 拓 扑 空间 这 一 概念 的 . 

定理 2.4.8 设 XX 是 一 个 集合 ,ce”: 红 XX) 一 9(X) 是 集合 X 
的 一 个 闭 包 运 壮 “ 则 青 在 页 的 唯一 一 个 拓扑 了 使 得 在 括 补 室 间 
.(X ,中 对 于 每 一 个 ACX 有 c" (4A)= 肪 . 
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证 明 ”我 们 证 明 X 的 子 集 族 
T= iIUCXIc (UY)=U| 

便 是 满足 定理 要 求 的 那个 唯一 的 拓扑 .首先 验证 9 是 XX 的 一 个 折 
扑 ;， 

GD 根据 (本 我 们 有 < (好 ) = 多 ,此 即 e*(X')=X ,因此 闪 
所 牙根 据 (2) 我 们 有 XCe (X), 因 此 义 =c (X) 亦 即 c (2 ; 
= 多 ,所 以 BET. 

(说 设 A,BE 即 c* (A')=A',c" (B')=B'. 应 用 (3) 我 们 


有 
c"((ANMB))=e (AUB') 
=c AD)Uc (B') 
=4UB =(ANB)Y 
因此 ANnBE3. 


《ii 我 们 预先 指出 :如 果 A,BCX,ACB, 则 c' (A)CC 
c"(B), 这 是 因为 当 ACB 时 我 们 有 B=AU(B- 4), 所 以 根据 
(3) 得 到 

c(B)=c (AUc (B-A}De’ (A) 

现在 设 包 C9, 即 X 的 子 集 族 5 是 满足 条 件 ; 对 于 任何 一 个 

及 EH 有 ce"(A')= 有 A .一 方面 ,对 于 任何 A1 E55 ,我 们 有 
(Wa)y= NaCcA, 
AT AET 


从 而 
(CW AYEe A) A 
因此 
“AUAaNV EN A 
4 ALED 
= yA) 
=( Ay 


A 


ba 
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另 一 方面 ,根据 (2) 我 们 立即 有 
(CWA) Ay 
AE 而 AES 
综合 两 个 包含 关系 便 得 
c (QHay 
所 以 WAe ET 
假设 了 也 是 X 的 一 个 满足 定理 要 求 的 拓扑 ,也 就 是 说 ,任何 
一 个 集合 4CX 在 拓扑 空间 (X,7) 中 的 半 包 也 是 <…(A) 此 时 根 
其 定理 2.4.4 易 见 ,… -个 集合 在 拓扑 空间 (X, 了 ) 中 是 闲 集 当 朋 仅 
尘 它 在 拓扑 空间 (X ,7) 中 十 闭 集 .再 根据 定理 2 4 2 可 更 ,一 个 集 
会 在 抵 扑 宅 间 (X ,9) 中 是 开 集 当 旧 仅 当 它 在 拓 耻 空间 (X ,了 ) 中 是 
培 梨 .这 说 明 3= 子 。 服 
在 度量 空间 中 ,集合 的 凝聚 点 , 导 集 和 闭 包 都 可 以 通过 度量 来 
刻 西 . 
定义 2.4.5 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . 义 中 的 点 工 到 X 的 
空子 集 入 的 距离 p(x,A) 定 义 为 
pz aa)=inofietzyy)lyeA4i 
根据 下 确 界 的 性 质 以 及 邻 域 的 定义 易 见 :o(z,AJ=0 当 且 仅 
当 对 于 任意 实数 e>0, 存 在 yE4 使 得 ptz,y) < 之, 换 育 之 即 是 : 
对 于 任意 BC(r,e) 有 B(x,e} 作 A 天 0, 而 这 又 等 价 于 ;对 于 工 的 
任何 一 个 邻 域 UU 有 UN 门 A 舌 多 ,应 用 以 上 讨论 立即 得 到 : 
定理 2.4.9 设 人 是 度量 空间 (X,p) 中 的 一 个 非 空子 集 . 则 
(1) zEd(A) 当 且 仅 当 pfzA -|z))=0; 
(2) xEA 当 县 仅 归 p(z,A)=0 全 
以 下 定理 既 为 连续 映射 提供 了 等 优 的 定义 ,也 为 验证 映射 的 
连续 性 提供 了 另外 的 手段 . 
定理 2,4.10 设 X 和 Y 是 两 个 据 扑 空间, 了: XX 一 六 . 则 以 下 


从 
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条 件 等 价 : 

(1) 上 是 一 个 连续 映射 ; 

(2) Y 中 的 任何 一 个 闭 全 日 的 原 象 1-! (BB) 是 一 个 闭 集 ; 

(3) 对 于 多 中 的 任何 一 个 耶 集 及 ,A 的 闭 包 的 象 包含 于 AA 的 

象 的 闭 包 , 即 fA) 二 FA); 
(4) 对 于 Y 中 的 任何 一 个 子 集 B.B 的 闲 包 的 原 象 包含 月 的 
原 象 的 闲 包 , 即 /1(B) 必 fF 1(B). 

证 明 {1) 蕴涵 (2). 设 BCY 是 一 个 团 集 . 则 B' 是 一 个 开 
集 ,因此 根据 {1,7"CB )=(f'(B)) 是 X 中 的 一 个 开 集 ,因此 
1(B) 是 义 中 的 -个 阿 集 . 

(2) 蕴涵 (3). 设 ACX. 由 于 A(4)CfA), 我 们 有 A 世 
1FCAD)). 因 为 及 A) 是 Y 中 的 一 个 团 集 ,根据 (2), 了 7 ' (70A)) 
是 X 中 的 一 个 闭 集 .内 此 且 忆 fCFCAD), 从 而 FACTS 
成 立 . 

(3) 蕴涵 (4), 设 BCY. 对 于 集合 广 :!(B)CX 应 用 (3) 即 得 
fF TBDEAF BCE, E(B) OF THE). 

(4) 蕴涵 (1). 没 UU 是 Y 中 的 一 个 开 集 , 则 U' 是 Y 中 的 一 个 


/1(U 是 显然 的 , 故 广 KU 了 = -1(U). 这 说 明 /71 (4)= 
(AD 起 X 中 的 -个 闭 集 ,所 以 广 :(U) 是 X 中 的 一 个 开 
集 。 者 
习 ”是 

1. 求 集合 的 导 集 和 闭 包 . 

(1) 设 4 是 有 有限 补 空间 中 的 一 个 无 限 子 集 . 求 4 的 导 集 和 闭 包 ; 

(2) 说 4 是 可 数 补 空间 X 中 的 一 个 不 可 数 子 集 . 求 A 的 导 集 和 闭 包 ; 

{3) 求实 数字 和 间 纺 中 的 有 理 数 集 避 的 导 集 和 闭 包 ，; 

(4) 设 闵 * 是 $2.2 习题 9 中 定义 的 拓扑 空间 . 求 单 点 集 1coi 的 导 集 和 

闭 包 、 
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2. 设 关 是 一 个 拓 扩 空间 ,A,BCX. 证 明 : 

(1) =E X 是 集合 A 的 演 率 点 当 且 仅 当 x 是 集合 A - 1x; 的 北 聚 点 ; 

{2) 如 果 4(A)CBCA 则 是 一 个 团 集 . 

3. 证 明 : 闭 包 运 算 定义 中 的 Kuratovski 公理 等 价 于 条 件 :对 于 任何 点, 了 
CX, 

AUe' (AIUc te (B))= 0 (AUB) -ce* (9) 

4, 设立 是 -个 拓扑 空间 ;1A, 1yer 是 X 中 的 一 个 任意 子 集 族 ,其 中 指标 
集 卫 非 空 ;A.BCX. 证 明 以 下 三 个 包含 关系 ,并 举例 说 明 每 一 个 包 食 关 系 
都 不 能 改 为 等 号 . 

(1) UyerAy CUserA,s 

(2) Nyerad, DNserAys 

(3) A-BCA-B, 

5. 设 久 是 -- 个 集合 ;5 是 的 一 个 子 集 族 ,满足 定理 2.4.3 中 的 条 件 
《10,(2) 和 (3), 证 明 X 有 唯 -的 一 个 拓扑 了 使 得 多 从 为 拓扑 空间 (X , 纺 中 的 
全 体 闭 集 构 域 的 集 族 . 

全 .证明 :拓扑 空间 中 的 每 一 个 子 集 的 导 集 为 闭 集 当 且 仅 当 此 空间 中 的 
每 一 个 单 点 集 的 导 集 为 闭 集 . (建议 读者 先 努力 完成 这 个 练习 .假如 经 过 努力 
不 能 完成 ,或 者 虽然 完成 但 十 分 费力 ,都 不 入 再 试 试 下 一 个 看 起 来 似乎 更 难 
的 练习 . ) 

7 , 设 里 是 一 个 拓扑 空间 ;14y |ver 是 于 中 的 一 个 子 集 族 . 证 明 :如果 
对 于 每 一 个 yE 卫 ,集合 A, 的 导 集 是 闭 集 , 则 集合 U,erA, 的 导 集 是 闭 集 . 
(提示 :请 充分 运用 定理 2.4.1 中 的 结论 . 》 

8. 证 明 ; 诬 量 空间 中 的 每 一 个 子 集 的 导 集 都 是 闭 集 . 


$2.5 内 部 ,边界 


在 前 一 节 中 我 们 讨论 了 在 拓扑 空间 中 由 一 个 给 定 集合 如 何 引 
出 一 些 与 之 密切 相关 的 集合 ,如 导 集 , 闭 包 等 .本 节 继 续 这 个 话题 ， 
定义 2.5.1 设 四 是 一 个 拓扑 空间 ,ACX. 和 如 果 和 是 点 xE 
六 的 一 个 邻 域 , 即 存 在 久 中 的 一 个 开 集 VV 使 得 TE VCA, 则 称 
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点 工 是 集合 A 的 一 个 内 点 .集会 A 的 所 有 内 点 构成 的 集合 称 为 
集合 A 的 内 部 , 记 作 A， 

定理 2.5.1 设 儿 是 一 个 拓 相 空间 ,ACX. 则 A" 二 A , 因 
此 A =A 

证 明 设 zE4?*, 即 4 是 z 的 一 个 邻 域 ,由 于 44 = 多， 
所 以 之 全 上 , 即 zEA 这 证 明 ACA 

另 一 方面 ,车 xEA ', 即 x 全 A , 亦 即 二 有 一 个 邻 域 了 使 
得 Y 门 4 = 多 .从 而 VCA, 故 A 也 是 x 的 一 个 邻 域 , 亦 即 x EE 
4 .这 证 明 A' 必 A “. 

以 上 证 明了 定理 中 的 第 一 个 等 式 . 要 证 明定 理 中 的 第 二 个 等 
式 , 只 需 将 4 ' 代 换 第 一 个 等 式 中 的 A, 并 将 所 得 到 的 等 式 两 边 取 
补 集 即 可 ， 图 

关于 内 部 的 基本 性 质 ,我 们 有 与 闭 包 的 性 质 ( 定 理 2.4,4 至 定 
理 2.4.7) 完 全 对 偶 的 一 组 定理 , 即 以 下 定理 2.5.2 至 定理 2.5.5. 
这 些 定理 的 证 明 过 程 都 是 将 闭 包 的 相应 性 质 通过 定理 2.5.1 转化 
为 内 部 的 性 质 . 

定理 2.5,2 括 扑 空 间 义 的 于 集训 是 开业 的 充分 必要 条 件 
是 A=A*. 

证 明 集合 A 是 一 个 开 集 , 即 A 的 宰 集 A 是 闲 集 . 根据 定理 
2.4.4, 这 当 且 仅 当 A'=A“ 成 立 .通过 等 式 两 边 取 补 集 的 办 法 可 
见 ,这 又 当 生 仅 当 及 =A” 成 立 ;根据 定理 2.5.1 此 即 4=A 成 
立国 

定理 2.5.3 设 尽 是 一 个 拓扑 空间 . 则 对 于 任意 A,BEX 
有 : 

(1) X=X; 

(2) ADA'; 

(3) (ANMNB)’= A NB:; 

(4) 4A" = 4" 

证 明 (1) 成 立 是 因为 甘 是 一 个 开 集 ， 
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(2) 成 立 是 根据 内 部 的 定义 - 


《3) 成 立 是 因为 
CANBY =(ANBY =(A UB ) 
= UB =A NB ‘~ Af 
(4) 成 立 是 因为 


A A A 
=A” =4' ‘=A" 国 
根据 定理 2.5.3(3) 立 即 可 见 : 如 果 ACB, 则 A"CB". 因 为 
这 时 有 
A"=(ANB)Y=ANF 
定理 2.5.4 拓扑 室 间 义 的 任何 一 个 于 全 A 的 肉 部 A" 都 是 
开 集 . 
证 明 ”可 根据 定理 2.5.2 和 定理 2.5.3(4) 推 出 ,也 可 直接 根 
据 定理 2.5.1 得 到 ， 图 
定理 2.5.5 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 X 的 拓扑 . 则 对 于 
的 每 一 个 子 集 全 ,有 
人 
即 集 合 A 的 内 部 等 于 和 包含 于 A 的 所 有 开 集 之 并 . 
证 明 我 们 有 : 


pcseca 
其 中 点 是 拓 皖 空间 X 中 全 体 闭 集 构成 的 族 .。 国 
由 定理 2,5,5 可 见 ,A” 是 一 个 包含 于 A 的 开 集 , 它 又 包含 着 
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任何 -- 个 包含 于 A 的 开 集 , 在 这 种 意义 下 我 们 说 : -个 集合 的 内 
部 万 是 包含 于 这 个 集合 的 最 大 的 开 集 . 

与 我 们 在 前 : - 节 中 处 理 质 包 运 算 财 的 情形 - 样 , 求 取 一 个 集 
合 的 内 部 也 可 以 理解 为 从 拓扑 空间 六 的 短 集 :>(X) 到 自身 的 … 个 
映射 , 它 将 每 一 个 AE :总 X) 喘 为 A", 也 同样 可 以 象 定义 闭 包 运 算 
一 样 定义 内 部 运算 ,并 由 内 部 运算 导出 拓扑 和 拓扑 空间 的 概念 .我 
们 将 这 些 工作 作为 习题 留 给 读者 去 完成 .并 且 既 然 如 此 ,映射 的 连 
续 性 自 当 也 可 通过 内 部 这 个 概念 作出 等 价 的 描述 ,有 关 的 结论 我 
们 也 安排 在 习题 中 , 留 给 读者 自己 去 证 明 . 

定义 2.5.2 设 关 是 一 个 拓 赴 室 间 ,有 AACX. 点 所 处 ,如果 
满足 条 件 ; 在 z 的 任何 一 个 分 域 U 中 既 有 从 中 的 点 又 有 办“ 中 的 
点 , 即 既 有 吕 门 A 闫 BH 又 有 UN 站 A' 隆 儿 , 则 称 x 是 集合 A 的 一 个 
边界 点 .集合 A 的 全 体 边界 点 构成 的 集合 称 为 集合 入 的 边界 , 记 
作 3(A)， 

关于 闭 包 . 内 部 ,边界 之 间 存 在 着 的 种 种 联系 ,我 们 列举 一 部 
分 如 下 : 

定理 2.5.6 设 尺 是 一 个 拓扑 空间 ,ACX. 则 

A =A"”’=AUa(A) 
Ar"=A “=A -3A) 
3(A)=A -NAT =(&UA”®)=a(4") 

证 明 在 定理 2.5.1 中 我 们 已 经 证 明了 等 式 A =A” 和 A" 
=A 

ZE9(4A) 妈 对 于 x 的 任何 -… 个 邻 域 U 有 UN 站 A 名 和 
UNA' 关 ZB, 也 即 是 说 源 有 xEA 又 有 xzEA4 .以 上 证 明了 
aA}=A NAT. 

剩 下 的 包 个 等 式 证 明 如 下 : 

A 站 4A =A" NA"=(AUA”"Y 
AUIA)=AU(A NA ) 
=(AUANAUAT) 
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=A NN(AUA'Y 
=A NX=A- 
4 -AA)=A 一 (4 站 A) 
=A4 一 4 
=A- NA 
=4 NA’=A" 
定理 证 机 完毕 国 
习 题 
1. 就 $2.4 习 题 1 的 各 款 求 取 指 定 集合 的 内 部 和 边界 . 
2. 设 XX 是 一 个 拓扑 空间 ,A,BCX. 证 明 : 
(0A =4Ua(A) A =A-3(A): 
(2) HAA YT AY ,IA THA); 
(3) 3(4AUB)CaA)U3a(B) (AUB) OA UP; 
(4) a3(A)= 多 当 且 仅 当 A 是 一 个 既 升 又 闭 的 集合 ; 
(5) a ANDCa( A)s 
16) ANBNAANMB)= ANBNGCA UAB)). 
3. 仿照 闭 包 运 算 的 定义 自行 定义 “内 部 运算 "(参照 定理 2.5.3) .并 且 自 
行 投 述 和 证 明 与 定理 2.4.8 机 应 的 定理 - 
4" . 证 明 : 对 于 任何 拓扑 空间 中 的 任何 一 个 子 集 和 AA, 经 过 取 补 集 , 闭 包 ， 
内 部 三 种 运算 最 多 只 能 产生 14 个 集合 , 井 县 在 实数 空间 中 选取 一 个 适当 的 
子 集 ,使 它 经 过 上 述 三 种 运算 恰 能 产生 14 个 不 车 的 集合 . 
5. 设 A 是 度量 空间 ( 瑟 ,p) 中 的 一 个子 集 .证 明 ， 
(1) rE A 当 且 仅 当 p(x,A')>0; 
(2) zE3(A) 当 且 仅 当 既 有 p(x,A)=0 又 有 plz,A')=0. 
6. 设 久 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ,了 XX->Y. 证 明 以 下 两 个 条 人 忻 等 价 ; 
(1) /连续 ; 
(2) 对 于 Y 的 任何 一 个 子 集 B,B 的 内 部 的 原 象 包含 于 B 的 原 象 的 内 
部 , 邯 广 (好 ) 王 (六 (B)). 
7 . 设 针 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ,又 设 映射 产 X- 了 满足 条 件 : 对 于 X 
的 任何 一 个 子 集 4,A 的 象 的 内 部 包含 于 有 A 的 内 部 的 象 , 抒 ( 了 (A))* 必 
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fA). 
《1) 证 明 : 如 果 了 是 一 个 满 射 , 则 了 连续 ， 
《2) 举例 说 明 当 /不 是 满 射 时 六 可 以 不 是 连续 映射 . 


$2.6 基 与 子 基 


在 讨论 度量 空间 的 拓扑 的 时 候 ,球形 邻 域 起 着 基本 性 的 重要 
作用 . 一 方面 ,每 一 个 球形 爸 域 都 是 开 集 ,从 而 任意 多 个 球形 邻 域 
的 并 也 是 开 集 ; 另 一 方面 ,假设 U 是 度量 空间 X 中 的 - -个 并 集 . 
则 对 于 每 一 个 =E U 有 一 个 球形 邻 域 B(z,e)CU, 因 此 UU = 
UseuB(x,e). 这 就 是 说 ,一 个 集合 是 某 度 量 空间 中 的 一 个 开 集 当 
且 权 当 它 是 这 个 度量 空间 中 的 若干 个 球形 邻 域 的 并 . 因此 我 们 可 
以 觉 ,度量 空间 的 拓扑 是 由 它 的 所 有 的 球形 邻 域 通过 集 族 求 并 这 
一 运算 “产生 ”出 来 的 . 留意 了 这 个 事实 ,下 面 在 拓扑 空间 中 提出 
“ 基 " 这 个 概念 就 不 会 感到 突然 了 . 

定义 2.6.1 设 (X, 四 ) 是 一 个 拓 盾 空间 , 急 是 5 的 一 个 子 族 . 
如 果 可 中 的 每 一 个 元 素 ( 即 拓扑 空间 X 中 的 每 一 个 开 集 ) 是 义 中 
某 业 元 素 的 并 , 即 对 于 每 一 个 UE 刺 存在 名 CC 使 得 

U= Uses,B 
则 称 轨 是 拓扑 了 的 一 个 基 , 或 称 史 是 拓扑 空间 X 的 一 个 基 . 
按照 本 节 开 头 所 作 的 论证 立即 可 得 ; 

定理 2.6.1 一 个 度量 空间 中 的 所 有 球形 倒 域 构成 的 集 族 是 
这 个 度量 空间 作为 拓 孙 空间 时 的 一 个 基 ， 国 

特别 地 ,由 于 实数 空间 RR 中 所 有 开 区 间 构 成 的 族 就 是 它 的 所 
有 球形 邻 域 构 威 的 族 ,因此 所 有 开 区 加 构成 的 族 是 实数 空间 民 的 
一 个 基 . 

至 于 离散 空间 , 它 有 一 个 最 简单 的 基 , 这 个 基 由 所 有 的 单 点 子 
集 构成 ，“ 
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下 面 的 定理 为 判定 某 一 个 并 集 族 是 否 是 给 定 的 拓扑 的 一 个 基 
提供 了 … 个 易于 验证 的 条 件 ， 

定理 3.6.2 设 世 是 托 扑 空间 {(X, 了 ) 的 一 个 开业 族 ( 即 只 CC- 
7), 则 党 是 拓扑 空间 时 的 一 个 基 当 县 仅 当 对 于 每 一 个 rEX 和 x 
的 每 一 个 邻 域 下 ,存在 V,E 使 得 wwEV CU,. 

证 明 如果 六 是 的 一 个 基 , 则 对 十 每 一 个 xEX 和 x 的 丝 

-个 邻 域 0, ,存在 工 的 一 个 开 邻 域 W, 使 得 玉 ,CCU,. 由 于 W， 

是 一 个 开 集 ,根据 基 的 定义 ,存在 沪 己 荔 使 得 W, = Uae A. 二 
是 由 .x€ Uae nA 可 知 存在 V,€%, (C4) 秆 得 


rEV, CYA =W,CU, 
这 证 明 :8 满足 定理 中 的 条 件 . 

男 一 方面 , 设 定理 中 的 条 件 成 立 . 如 果 上 是 X 中 的 -一 个 开 
集 , 则 对 下 每 -个 xE U, 由 于 这 是 r 的 一 个 邻 域 , 故 存在 VE 
使 得 ze V,CU. 于 是 

v= WizicYvcv 
因此 U= UeeV, , 亦 妈 U 是 沼 中 某 些 元 素 之 并 ,从 而 名 是 久 的 
一 个 基 ， 入 

在 度量 空间 中 ,通过 球形 邻 域 确定 了 度量 空间 的 拓扑 ,这 个 振 
扑 以 全 体 球形 邻 城 构成 的 集 族 作为 基 . 是 否 -- 个 集合 的 每 一 个 子 
焦 族 都 本 以 确定 一 个 拓扑 以 它 为 基 ? 答案 是 否定 的 .以 下 定理 告 
诉 我 们 一 个 集合 的 什么 样 的 子 集 族 可 以 成 为 它 的 某 一 个 拓扑 的 

定理 2.6.3 设 居 是 一 个 集合 ,党 是 全 合 X 的 一 个 子 集 族 
( 即 3C 滴 ,如 累 党 满足 条 件 : 

(1) UseaB=X; 

(2) 如 果 B1, BE 汉 , 则 对 于 任何 xzE Bi 门 B,, 硼 在 BE 使 

得 xEBCBNB,， 
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则 X 的 地 集 族 
= UCX| 存 在 滩 , 己 汾 使 得 UU = Bl 

是 集合 的 唯一 的 一 个 以 芒 为 基 的 拓扑; 反之 ,如 果 X 的 一 个 子 
集 族 妆 是 尺 的 菜 一 个 拓 村 的 基 , 则 急 一 定 满足 条 件 (1) 和 (2). 

值得 注意 的 是 ,如 果 集 合 X 的 子 集 族 久 满 是 条 件 : 对 王 任 何 
有 ,BE 有 Bi 站 BE 沁 . 这 时 ,区 必然 满足 条 件 (2). 这 穆 情 形 经 
常 过 到 ， 

证 明 设 X 的 子 集 族 光 满足 条 件 (1) 和 (2). 我 们 先 验 证 定理 
中 所 给 出 的 9 是 X 的 一 个 拓扑 : 

(i) 根据 条 件 (1), 久 EF; 由 于 名 = Uscg 及 ,而 狐 灾 务 ,所 以 
ZE 了 

{ii) 我 们 先 验证 :如 果 8 ,BE 台风 BB 人 间 B,E7. 这 是 因为 
根据 条 件 (2), 对 于 每 一 个 x Bi 门 B, 存在 钱 ,€ 各 使 得 7 
CB Ba. 由 于 


BiNB, = bai, th Wh NB, 
可 见 Bi 人 Ba = Usea na WET. 

现在 设 Ai ,4:E 也 于 是 存在 号, 区 所 吨 使 得 A， “lB 种 
A = Umea,B; 成 立 ,因此 


Anna = Cy, BONC NY, B2) 


LE 
mei ,BN B: 
根据 前 说 ,上 式 中 最 后 那个 并 集中 的 每 一 项 B, 介 B; 都 是 党 中 某 
些 元 素 之 并 ,所 以 Ai 门 A, 也 是 务 中 某 些 元 素 之 并 ,四 此 A 站 A; 
世子 
(Gi) 设 汪 C7. 则 对 于 每 个 AE 后 存在 加, 使 得 4= Uae 
8. 于 是 我 们 有 
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以 上 证 明了 了 是 集合 X 的 一 个 拓扑 .根据 了 的 定义 立即 可 见 
当 是 拓扑 了 的 一 个 基 . 

假设 集合 X 还 有 一 个 拓扑 了 以 络 为 它 的 一 个 上 基 . 根 据 基 的 定 
文 ,任何 “个 AE3 必 为 专 中 某 些 元 素 的 并 ,所 以 AE 37. 这 证 明 闻 
C5. 另 … 方 面 ,由 于 名 C3, 所 以 如 果 有 AE3, 则 A 是 沉 中 的 某 些 元 
索 之 并 ,因此 也 是 中 某 些 元 素 之 并 ; 由 于 是 一 个 拓扑 ,所 以 A 
E53 这 义 证 明了 C3. 因此 58=. 这 涪 明 以 当 为 基 的 拓扑 是 唯一 
的 . 


最 后 证 明定 理 的 后 半 段 . 设 名 是 X 的 菜 … 个 拓扑 洲 的 -个 
基 . 由 XE 可知 XX 必 为 吕 中 的 某 些 元 素 的 并 , 故 必 为 集 族 劳 之 
并 .内 此 (1) 成 立 . 设 B1,B;€E 名 和 zzEBiN 站 .由 于 CF ,8B， 
门 B; 是 z 的 一 个 开 邻 域 ,根据 定理 2.6.2, 存 在 W,€ 久 使 得 x 
王 .CBi 门 B: .这 证 明 条 件 (2) 成 立 ， 医 

我 们 现在 来 应 用 这 个 定理 ,用 先 给 出 基 的 办 法 来 给 定 拓扑 . 

例 2.6.1 实数 下 限 拓扑 空间 - 

B= {a,b)le, bER ,a<bl 
容易 验证 及 的 子 集 族 多 满足 定理 2.6. 3 中 的 条 件 (1) 利 (2), 因此 
运 为 实数 集合 的 某 "- 个 拓扑 又 的 基 . 实数 集合 的 这 个 拓扑 了 称 为 
实数 的 下 限 拓扑 ,拓扑 空间 (R ,多 ) 称 为 实数 下 限 拓扑 空 答 , 为 方 
便 起 见 , 记 作 民 。. 明显 地 , 它 与 通常 实数 空间 有 很 大 的 区 别 . 沁 实 
数 空 间 的 通常 拓扑 为 丈 对 于 每 一 个 开 区间 (a ,5)CR ,其 中 a,b 
ER ,a<b, 对 于 任何 iE%%, .任意 选取 妈 ERR ,使 得 a 芝 bb 


<b1< 以 及 如 一 a< 放 ,我 们 便 有 (4,5)= Usz[6,6). 因 此 我 
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们 有 (a,68)E5 ,从 而 易 见 CC, 反 过 来 的 包含 关系 明显 是 不 对 
的 ,因此 7 和气 丈 . we 

在 定义 基 的 过 程 中 我 们 只 是 用 到 了 集 族 的 并 运算 ,如 果 再 考 
处 集合 的 有 限 交 运算 (注意 拓扑 只 是 对 有 限 交 封闭 的 ,所 以 只 考虑 
有 限 交 ) , 便 得 到 “ 子 基 " 这 个 概念 . 

定义 2.6.2 设 (X, 站 ) 是 一 个 拓扑 室 间 ,Y 是 了 的 一 个 子 旋 . 
如果 9 的 所 有 非 室 有 限 子 族 之 交 构 成 的 集 族 , 即 

B= |SNS NNS, |S Ei=1,2, ,nnEF, | 
是 拓扑 了 的 一 个 基 , 则 称 集 族 是 括 间 了 的 一 个 子 项, 或 苏 集 族 了 
是 拓扑 空 间 X 的 一 个 子 基 . 

例 2,6,2 实数 空间 中 的 一 个 子 基 ， 

实数 集合 驴 的 一 个 子 集 族 

fa,%)|aERIUI(- ,6) 1b ER! 

是 实数 空间 玉 的 -个子 基 . 这 是 因为 7 是 实数 空间 的 -一 个 开 集 族 ， 
并 是 7 的 每 一 个 有 限 非 空 于 族 之 交 的 全 体 构成 的 集 族 恰好 就 是 所 
有 有 限 开 区 间 构 成 的 族 并 上 再 并 .上 121 ,显然 它 是 实数 空间 芒 
的 一 个 基 . 

定理 2.6.4 设 鲜 是 一 个 集合 ,了 是 总 的 一 个 子 集 读 ( 即 9 
CPX)). 如 果 关 = UseyS, 则 X 有 唯一 的 一 个 拓扑 了 以 9 为 子 
基 . 并 且 若 令 

B= {SNS S, |S, ENi=1,2,., nin€ER, | 


则 
了 Blgc%! 
有 号 
证 明 令 另 和 3 如 定理 中 ,容易 验证 用 满足 定理 2. 6 3 中 的 


条 件 (1) 和 (2), 因 此 根据 该 定理 , 急 是 了 的 一 个 基 , 所 以 了 是 了 的 
一 个 子 基 . 


如 果 了 是 X 的 一 个 拓扑 , 它 以 9 为 一 个 子 枯 , 则 根据 子 基 的 定 
义 池 以 号 为 基 . 根 据 定理 2 6. 3 中 的 唯一 性 ,我 们 有 3 了 国 
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映射 的 连续 性 可 以 通过 基 或 子 基 来 验证 . -- 般 涪 来 , 直 或 于 基 
的 基数 不 大 于 后 填 的 基数 ,所 以 通过 基 或 子 基 求 验证 映射 的 连续 
性 . 石 时 可 能 会 带 来 很 大 的 方便 ， 

定理 265 设 久 和 Y 是 两 个 拭 扑 实 间 ,了 : 鲜 一 Y. 则 以 下 
条 件 等 价 : 

(1) 了 连续 ; 

(2) 拓扑 空间 Y 有 一 个 基 多 ,使 得 对 于 性 何 一 个 BE 当 , 原 痕 

了 (B) 是 X 中 的 一 个 开 集 ; 
(3) Y 有 一 个 子 基 唆使 得 对 于 任何 一 个 SEE 久 原 象 广 :(S) 
是 义 中 的 一 个 开本、 

证 明 (1) 蕴涵 (3) 是 显然 的 ,因为 了 Y 的 拓扑 本 身 使 是 Y 的 
-个子 基 . 

(3) 绚 泣 (2). 设 Y 是 了 的 拓扑 的 一 个 子 基 满足 (3 中 的 要 
求 .根据 定义 ， 

B= 由 SS 站 站 SS GE 人 12 
是 立 的 拓扑 的 一 个 基 . 对 于 任何 Si 后 只 i=1,2.…,7 ,其 中 EE 
“我们 有 

fASMNSMN NN SY) =F SIN SYNN fs,) 

它 有 是 义 中 EE, 个 开 集 之 交 , 因 此 是 X 中 的 -个 开 集 . 

(2) 理 池 (1). 设 乞 是 了 的 拓扑 的 一 个 晨 , 它 满足 (2) 中 的 要 
求 .如 果 已 屋 Y 中 的 “个 开 集 , 贡 存 在 务 C 沁 使 得 U=,,B,+ 


是 


与 侨 续 映射 


PD 
是 义 中 一 族 开 集 之 并 ,所 以 是 和 中 的 一 个 开 集 .这 证 明了 连续 . 
[ 


对 于 局 部 情形 ,也 有 类 似 于 基 和 和 子 基 的 概念 
定义 2.6.3 设 针 是 一 个 拓扑 空间 ,x 所 六 .记忆 为 "的 地 
域 系 . 记 的 子 族 汉 如 果 满 足 条 件 :对 于 每 一 个 UE 已 ,存在 VE 
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使 得 VCU, 则 称 么 是 点 xz 的 邻 域 系 的 一 个 基 , 或 简称 为 点 
的 一 个 邻 域 基 , 记 的 子 族 所 如 果 满 足 条 件 : 和 #,， 每 一 个 有 限 非 空 
子 族 之 交 的 全 体 构成 的 集 族 , 即 

[WNW NN WW, | WEW, ,i=1,2,. ,nsnE ,| 
是 工 的 一 个 部 域 基 , 则 称 光 .是 点 z 的 邻 域 系 的 一 个 子 基 ,或 简称 
为 点 z 的 一 个 邻 域 子 基 . 

显然 ,在 度量 空间 中 以 某 … 个 点 为 中 心 的 金 体 球形 邻 域 是 这 
个 点 的 - -个 邻 域 基 ; 以 某 一 个 点 为 中 心 的 全 体 以 有 理 数 为 半径 的 
球形 邻 域 也 是 这 个 点 的 一 个 邻 域 基 . 

邻 域 基 和 和 邻 域 子 基 的 概念 可 以 用 来 验证 映 庙 在 一 点 处 的 连续 


性 . 
定理 2.6.6 设 义 和 Y 是 两 个 拓扑 空 间 ,/:X->Y,x 世 多， 
则 芭 下 条 件 等 价 : 
(1) 三 在 点 过 处 连续 ; 
(2) f(x) 有 一 个 邻 域 基 Ya ,使 得 对 于 任何 VE 名 ， 原 象 
(VV) 是 工 的 一 个 邻 域 ; 
(3) 所 x) 有 一 个 元 域 子 基 Win, ,使 得 对 于 任何 WE#i,), 原 
象 广 ( 玉 ) 是 放 的 一 个 邻 域 . 
证 明 《4 草 洱 (3) 是 显然 的 ,因为 点 f(x ) 的 邻 域 系 本 身 便 
是 fz) 的 -个 邻 域 子 基 . 
(3) 蕴涵 (2). 设 Wo 是 用 (xz) 的 一 个 邻 域 子 基 , 它 满 吓 (3) 中 
的 要 求 . 根据 邻 域 子 基 的 定义 , 集 族 
{WN WN NW, | WEWRD 2 
是 .F(z) 的 一 个 邻 域 基 . 对 二 任何 WE ,i 二 1,2,… ,nn, 其 中 
nnEF, ,我 们 有 
fF WN WN WwW) WON CWIONNGT (CW) 
它 是 zx 的 个 邻 域 之 交 , 因 此 是 z 的 一 个 邻 域 . 
(2) 董 涵 (1). 设 Yi 是 F(z) 的 -- 个 邻 域 基 , 它 满足 (2) 中 的 
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要 求 ,如 果 UU 是 fz) 的 一 个 邻 域 , 则 存在 VE 使 得 CU 


广 区 本 ) 也 是 工 的 一 个 邻 域 .这 证 明 在 点 zx 处 连续 ， 
基 与 分 域 基 , 子 基 与 邻 域 子 基 有 以 下 关联 . 
定理 2.6.7 设 鲜 是 一 个 拓 盾 空间 ,xX, 则 
《1) 如果 涩 是 义 的 一 个 基 , 列 
,=1BEBIrEB! 
是 点 工 的 一 全 邻 域 基 ; 
(2) 如 果 了 是 外 的 一 个 子 基 , 则 
%=|SEPIzES! 
是 点 工 的 一 个 邻 域 子 基 . 
证 明 (1) 可 根据 定理 2.6.2 直接 推 得 . 
{2) 设 8 是 X 的 一 个 子 基 .根据 子 基 的 定义 , 集 族 


%= {SiN S/N NS, |S, EPi=1,2, ,nin€z 


Bl 


此 《VDC (UD)- 而 了 1(V) 是 ww 的 一 个 名 域 ,所 以 


是 X 的 一 个 基 , 根 据 (1), 光 .= |BE 纹 |z€ BI 是 xz 的 一 个 邻 域 


基 . 令 


入 ={SNS NN ED, ne 


则 xzEU, 并 且 存 在 S,,S;,…,S, 使 得 UT = SS; 人 nS, 门 
而 xES ;xE SnzES 于 是 S1, SS, EF. 


其 中 藉 = 1SE3|zrE S|. 现 证 明 :分 = 纯 。. 这 是 因为 , 若 UE 级 ,， 
“ 门 S,, 从 


因此 U= 


Si 门 S, 们 … 门 S,E 务 .这 证 明 多 .性 委 .同样 易 证 络 一 部 
于 是 务 , 是 点 x 的 一 个 邻 域 基 . 按 邻 域 子 基 的 定义 可 见 % 是 


z 的 一 个 邻 域 子 基 ， 国 
习 时 


1. 设 久 是 一 个 集合 . 则 X 的 于 集 族 煞 和 总 是 X 的 同一 个 拓扑 的 两 个 
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基 的 充分 必要 条 件 是 小 和 六 满足 条 件 : 
(1) 如 果 xE BE, 则 存在 训 E 多 使 得 xE BCBs 


{2) 如 果 zxE 瑟 E 芝 , 则 存在 BE 儿 使 得 zE BCB. 

2. 欧 氏 平面 虑 的 一 个 子 集 DD 叫做 一 个 开 矩 形 ,如 果 存 在 2,5,c,d 世 及 
精 足 条 件 a<6 和 c<d, 使 得 口 =ta,5)X(c,d), 其 中 (u,5) 和 (c,d 都 表 
示 井 区间. 证 明 ;jRz 中 所 有 的 井 和 矩形 构成 失信 族 是 :所 的 一 个 基 . 

3. 证明: 实数 集合 总 有 一 个 拓扑 以 集 族 

I[a,co)la€ERIUi(-% ,BsER! 

为 它 的 一 个 基 , 并 说 明 这 个 拓扑 的 特点 . 

4. 征明; 实数 集合 及 有 - -个 拓 扩 了 了 以 集 族 14, 吕 ) la 六 ) 为 它 的 一 个 
基 , 并 且 

(1) 将 了 明确 地 表示 出 来 ; 

(2) 设 ACE , 求 4 在 拓扑 空间 (X,9) 中 的 闭 包 . 
实数 集合 把 的 这 个 拓扑 了 通常 称 为 右手 拓扑 . 

5. 考 氏 实数 下 限 拓 站 空间 总 ，. 今 银 为 例 2 6 1 中 定义 这 个 拓扑 空间 的 
拓扑 的 那个 基 . 证 明 ， 

《1) 细 中 的 每 一 个 元 素 在 展 , 中 既是 开 集 义 是 闭 集 ; 

(2) 下， 有 一 个 子 基 

-mERIVUila, so) aER} 

6. 设 久 是 一 个 集合 ,| 和 %1yer 是 集合 X 的 一 族 拓扑, 其 中 指标 集 厂 关 
多. 证明; 

(1) 集 族 Uver 兄 是 半 的 某 一 个 拓扑 3 的 一 个 子 基 ; 

(2) 如 果 了 是 X 的 一 个 拓扑 ,并 且 对 于 每 一 个 YE 共有 马 C 艺 则 拒 - 字 

了 设 X 是 一 个 度量 空间 .证 明 :如 果 区 有 一 个 基 只 含有 有 限 个 元 素 , 则 
X 必 为 只 含有 有 限 多 个 点 的 离散 空间 . 
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在 读者 熟知 的 数学 分 析 课程 中 ,往往 用 序列 收敛 的 概念 作为 
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出 发 点 来 刻画 集合 的 凝 肾 点 , 酒 数 在 某 一 点 处 的 连续 性 等 等 . 在 这 
- 节 我 们 便 会 看 到 这 种 做 法 在 一 般 的 拓扑 空间 中 并 不 可 行 ;而 要 

使 得 它 变 为 可 行 的 , 则 要 对 拓扑 空间 加 以 适当 的 限制 我们 将 来 再 
研究 这 种 限制 加 到 什么 程度 为 合适 . 

定义 2.7.1 设 多 是 一 个 拓扑 室 间 .每 一 个 映射 S: 艺 , 一 区 
让 做 X 中 的 一 个 床 列 ,我们 常 将 序列 5 记 作 | zi jczy, 或 者 
[| -12.1 或 省 干脆 记 作 [zi ,zs，… ,其 中 x 一 SC(7),i€E). 
有 时 我 们 也 将 记号 1x; | ;es 简化 为 | ,| ,但 这 时 要 警 幼 不 要 与 间 点 
集 相 混 

拓扑 空间 X 中 的 一 个 序列 实际 上 就 是 在 XX 中 按 先后 次 序 取 
到 的 囊 点 ,这 些 点 可 能 重复 .因此 一 个 序列 {zx;|;e; 可 以 仅 由 有 
限 个 点 组 成 , 即 集合 1z; | iE 世 ,| 为 一 个 有 限 集 ; 当 这 个 集合 是 单 
点 集 时 ,我 们 称 序列 | zi|icz 为 一 个 带 值 序列 . 

定义 2.7.2 设 | zhiea 是 拓 裤 空间 允 中 的 一 个 序列 , 工 G 忆 . 
如 果 对 于 x 的 每 一 个 邻 域 U, 存 在 ME 巷 , 使 得 当 > AM 时 有 
ZE 如, 如 称 点 x 是 序列 1x,iies 的 一 个 极限 点 (或 极限 ), 也 称 为 
序列 11;e: 收 敏 于 x+, 记 作 

limw; =ZX 或 rr(i>00) 

如 果 序列 至 少 有 一 个 极限 , 则 称 这 个 序列 是 一 个 收 煞 序 列 ， 

拓扑 空间 中 序列 的 收敛 性 质 与 以 前 我 们 在 数学 分 析 中 熟悉 的 
有 很 大 的 差别 . 钢 如 ,容易 验证 平庸 空间 中 任何 一 个 序列 都 收 伊 ， 
并 且 收 和 伍 于 这 个 空间 中 的 任何 一 个 点 .这 时 极限 的 唯一 性 当然 无 
法 保证 了 . 

定义 2.7.3 设 兴 是 一 个 拓扑 空间 ,S ,Si;2， 一 X 是 X 中 的 
两 个 序列 .如果 存在 一 个 严格 递 并 的 映射 N : 包 ,= 作 ,( 即 对 于 任 
意 ao 和 2 如果 而 扫 7， 则 有 NCm)<N(n,)) ,使 得 S, = 
Se NN, 则 称 序列 S, 是 序列 5 的 一 个 子 序列 ， 
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假如 我 们 将 此 定义 中 的 序列 S 记 作 jz; |e 那么 序列 5, 自 

然 可 以 记 作 | zw be 也 就 是 说 ,序列 | so jes 的 第 宇 个 点 恰 改 
序列 | zes 的 第 N(D 个 点 . 
我 们 已 经 看 到 ,我 们 以 前 熟悉 的 序列 的 性 质 有 许多 对 于 后 # 
空间 中 的 序列 是 不 适合 的 .但 总 有 - - 些 性 质 还 保留 着 ,其 中 最 主要 
的 可 见于 以 下 三 个 定理 中 . 

定理 2.7.1 设 |zjics 是 拓扑 空间 买 中 的 一 个 序列 , 则 

(1) 如 果 jr je: 是 一 个 常 值 序列 , 即 对 于 某 一 个 工 EX ,有 


Ti = TE NN lim ri = ts 
(2) 如 果 序列 1 x， 1 政委 于 2 各 和, 则 序列 ji es 的 每 一 个 
子 序 列 也 收 丝 于 工 . 


证 明 简单 , 效 从 略 ， 轿 

定理 2.7.2 设 义 是 一 个 拓扑 空 间 ,ACX,zEX. 如 果 有 一 
个 序 到 |x;|ies 在 A-{zj 中 (此 意 即 ,对 于 每 一 个 iE%F, 有; 世 
和 A~1r1) ,并且 收 合 于 x, 则 民 是 集会 入 的 一 个 紧 聚 点 . 

证 明 设 序列 |.x ;es 在 A 一 {x 中 并 且 收 敏 于 .如果 U 是 
的 … 个 邻 域 , 则 存在 ME 二 使 得 zw ,rwrz,…|CU, 轩 此 
xa rw tCUNCA- ri), 从 而 UNA 一 |zr|) 了 对 名. 这 
证 明 > 是 A 的 一 个 给 了 果 点 ， 项 

例 2,7,1 定理 2.7.2 的 谱 命 题 不成立， 

设 义 是 一 个 不 可 数 集 , 考 记 它 的 拓 扩 为 可 数 补 拓扑 .这 时 六 
的 一 个 子 集 是 凡 集 当 且 仅 当 或 者 它 是 XX 本 身 或 者 它 是 一 个 可 数 
集 , 我 们 先 指出 可 数 补 空间 X 的 两 个 特征 : 

中) X 中 的 一 个 序列 {ey1ics 收 化 于 xEX 的 充分 必要 条 件 
是 存在 ME 使 得 当 i>M 时 zx;=x. 

条 件 的 充分 性 是 显然 的 . 以 下 证 明 必 要 性 . 设 ]imma zi = 工 .由 于 
集合 口 = i5 1 天 riE2+ 是 … 个 可 数 集 ， 因此 的 补 集 万 "是 
这 前 一 个 邻 域 ,从 而 存在 ME 和 使 得 当 > M 时 有 zi EDD', 此 时 


86 第 2 章 拓扑 空间 与 连续 映射 


必 有 x; 过. 
(2) 如 果 4 是 X 的 一 个 不 可 数 子 集 , 则 集合 A 的 导 集 ad(A) 
二 六. 
这 是 因为 X 中 任何 一 个 点 的 任何 一 个 邻 域 中 都 包含 着 某 一 
个 非 空 开 集 ,而 拓扑 空间 X 中 的 每 一 个 非 空 开 集 都 是 一 个 可 数 集 
的 补 集 ,所 以 任何 一 个 点 的 任何 一 个 邻 域 都 是 某 一 个 可 数 集 的 补 
集 .由 于 和 是 一 个 不 可 数 集 , 它 将 与 任何 一 个 点 的 任何 一 个 邻 域 
有 非 空 的 交 , 因 此 X 中 任何 一 个 点 都 是 集合 A 的 凝聚 点 , 即 
d(A)=X. 
现在 我 们 来 指出 ,在 这 个 拓扑 空间 X 中 ,定理 2.7.2 的 逆 命 
题 不 成 立 , 设 zeEX. 令 4=X-1izo|l, 它 是 一 个 不 可 数 集 . 根 据 
(2) ,我 们 有 roEe(A), 也 就 是 说 , ze 是 A 的 一 个 斤 聚 点 ;然而 
根据 (1), 在 A(= 和 - |zrol) 中 不 可 能 有 序列 收 和 伊 于 zx。. 
这 个 例子 表明 ,在 一 般 的 拓扑 空间 中 不 能 像 在 数学 分 析 中 那 
样 通过 序列 收敛 的 性 质 来 刻画 凝聚 点 . 
定理 2.7.3 设 X 和 YY 是 两 个 括 扑 空间 , 广 X-> 了 . 则 
(1) 如 采 了 在 点 zoEX 处 连续 , 则 X 中 的 一 个 序列 | zjicz， 
收效 于 zo 蓝 渗 着 Y 中 的 序列 | Pi)|icz 收 化 于 六 zo); 
《2) 如 果子 连续 , 则 X 中 的 一 个 序列 jzijiez 收 效 于 工 GX 总 
涵 闭 了 中 的 序列 1 和 (zi) | ;ez 收效 于 了 ( 工 ). 
证 明 (1) 设 7 在 点 ro 处 连续 , |z;} ies 是 久 中 的 一 个 收敛 
于 zs 的 序列 .如 果 U 是 六 zs) 的 一 个 邻 域 , 则 -1( 如 ) 是 ro 的 一 
个 邻 域 .这 时 存在 MEZ ,使 得 当 i>M 时 有 zx,Ef 1(D0), 从 而 了 
(rEU. 
(2) 成 立 是 因为 连续 即 在 每 一 点 处 连续 (参见 定理 2.3.5). 
| 


例 2.7.2 定理 2.7.3 的 道 命 题 不 成 立 . 
现在 设 X 是 实数 集合 ,并 且 考 虑 它 的 拓扑 为 可 数 补 拓扑 . 考 


$2.7 板 扑 空间 中 的 序列 87 


应 从 拓扑 空间 X 到 实数 空间 及 前 恒 同 映射 i: 一 扩 . 由 于 如 时 折 
扑 空 间 久 中 的 序列 ix;| ;ez 收 仇 于 xX, 则 有 ;存在 MEZZ, 使 得 
当 i>M 时 有 x;== 工 , 因 此 此 时 序列 | xz;1 ;es 在 实数 空间 如 中 也 收 
第 于 xz. 这 就 是 说 映射 i 满足 定理 2.7.3(1) 或 (2) 中 的 后 一 个 条 
件 . 但 是 这 个 映射 i 在 X 的 任何 一 个 点 xEX 处 都 不 连续 .因为 显 
然 ,任何 一 个 包含 z 的 开 区 间 ( 它 是 zx 在 实 救 空间 中 的 一 个 领域 
如, 只 要 不 是 恨 本 身 ,那么 i!1(U)=U 在 拓扑 空间 XX 中 不 能 包含 
任何 一 个 开 集 ,也 就 不 能 作为 任何 一 个 点 的 邻 域 . 

上 述 例子 表明 ,在 -- 般 的 拓扑 空间 中 不 能 像 在 数学 分 析 中 那 
样 通过 序列 收敛 的 性 质 来 刻画 贞 射 的 连续 性， 

至 于 在 什么 样 的 条 件 下 ,定理 2.7.2 和 定理 2.7.3 的 逆 命 题 
成 立 ,也 就 是 说 可 以 用 序列 收敛 的 性 质 来 刻画 凝聚 点 和 映射 的 连 
续 性 ,我 们 将 后 还 要 进行 进一步 的 研究 - 

此 外 ,在 度量 空间 中 ,并列 的 收敛 可 以 通过 度量 来 加 以 描述 . 

定理 2.7.4 设 (X,p) 是 一 个 产量 空间 ,| zlics 是 X 中 的 一 
个 序列 , 区 和. 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 序列 |zi liea 玻 效 手 3; 

(2) 对 于 任意 给 定 的 实数 e >0, 存 在 RES 使 得 当 i >N 时 

prisr)<es 

《3) lim .a po (x1, 7) =0. 

证 明 (1) 蕴涵 (2). 给 定 实数 。>0. 球 形 邻 域 B(x,e) 是 x 
的 一 个 邻 域 , 故 在 (1) 成 立 的 条 件 下 ,我 们 有 :存在 NEZ, 使 得 当 
i>NH 时 z,EB(z,e),B p(xi,r)<e. 

(2) 蕴涵 (1), 对 于 z 的 任何 -- 个 邻 域 ,存在 实数 。>0 使 得 
B(x,e)CU. 因 此 如 果 (2) 成 立 , 则 存在 N>0 使 得 当 i>N 时 
plzisr) < ep x EB(r,e), 因此 7x, EU. 

条 件 (2) 和 (3) 的 等 价 性 的 证 明 请 读者 自己 补 证 ， 二 
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习 题 


1. 设 X 是 一 个 离散 空间 ,1x |ies 是 义 中 的 一 个 序列 .证明 ;序列 
ri]ies 收 化 当 贡 仅 当 存 在 夺 EX, 使 得 当 i,j> 好 时 有 = 

2 举 出 定理 2.7.2 和 定理 2.7.3 的 逆 命 区 不 成 立 的 例子 ,使 得 所 涉 皮 
的 空间 都 只 含有 可 数 多 个 点 . 

3. 没入 是 一 个 度量 空间 . 证明; 

(1) XX 中 的 任何 一 个 收敛 序 庆 都 只 有 人 准 一 的 概 限 ; 

(2) 定理 2.7.2 的 逆 命 题 成 立 ; 

(3) 对 于 任何 一 个 映射 /: XX 一 了 ,定理 2.7.3 的 逆 命 题 成 立 ,其 中 是 

任何 一 个 拓扑 室 间 ， 
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在 这 -- 章 中 我 们 介绍 通过 已 知 的 拓扑 室 间 构造 新 的 拓扑 空间 
的 三 种 惯用 的 办 法 . 为 了 避免 过 早 涉及 某 些 逻辑 上 的 难点 ,在 
$3.2 中 我 们 只 讨论 有 限 个 拓扑 空间 的 积 空间 ,而 将 …… 般 情形 的 研 
究 留待 以 后 去 作 . 


§3.1 子 空间 


讨论 拓扑 空间 的 子 空间 目的 在 于 对 于 拓扑 空间 中 的 一 个 给 定 
的 子 集 , 按 某 种 “自然 的 方式 "赋予 它 一 个 拓扑 使 之 成 为 一 个 拓扑 
空间 ,以 便 将 它 作为 一 个 独立 的 对 象 进行 考察 . 所谓 “自然 的 方式 ” 
应 当 是 什么 样 的 方式 ?为 回答 这 个 问题 ,我 们 还 是 先 从 度量 空间 
做 起 ,以 便 得 到 必要 的 启发 . 

考虑 一 个 度量 空间 和 它 的 一 个 子 集 . 欲 将 这 个 子 集 看 作 一 个 
度量 空间 ,必须 要 为 它 的 每 一 对 点 规定 距离 .由 于 这 个 子 集中 的 每 
一 漂 点 也 是 度量 空间 中 的 一 对 点 ,因而 把 它们 作为 子 集 中 的 点 的 
距离 就 规定 为 它们 作为 度量 空间 中 的 点 的 蝶 离 当 然 是 十 分 自然 
的 .我 们 把 上 述 息 法 归纳 成 定义 : 

定义 3.1,1 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 ,Y 是 X 的 一 个 子 集 . 
因此 , YX YCXXX. 明 然 p| ywy:Y XY 一 没 是 了 的 一 个 度量 
(请 自行 验证 ). 我 们 称 Y 的 度量 p| yyy 是 由 XX 的 度量 p 诱导 出 来 
的 度量 .度量 空间 (Y,2) 称 为 度 章 空 间 (X ,2) 的 一 个 度量 子 空间 . 

我 们 常 说 度量 空间 Y 是 度量 空间 X 的 一 个 度量 子 空间 ,意思 
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就 是 指 了 是 多 的 一 个 子 集 ,并 且 Y 的 度量 是 由 X 的 度量 诱导 出 
来 的 .我 们 还 常 将 一 个 度量 空间 的 任何 一 个 子 集 自动 地 认 作 一 个 
度量 子 空间 而 不 另行 说 明 . 例如 我 们 经 常 讨论 的 :实数 空间 及 中 的 
各 种 区 间 (a ,5),[a,8],ta,b] 等 ;n +1 维 欧 氏 空间 腿 "中 的 
维 单位 球面 


Sr= l= (rs) ER | S: z=1| 
#1=1 
， 弘 单 位 开 、 闭 球体 


D=!r={r, rr, ER" | 六 2 下 


E"={z=(zxi, x2 wa ER | >) rz? 1 
1=1 


以 及 n 锥 单位 开 、 闭 方 体 (0,1)” 和 [0,11" 等 等 ,并 且 它 们 也 自然 
被 认 作 是 拓扑 空间 (考虑 相应 的 度量 诱导 出 来 的 拓扑 ). 

定理 3.1,1 设 了 了 是 度量 空间 X 的 一 个 度量 子 空间 . 则 YY 
的 于 集 口 是 了 中 的 一 个 开 集 当 且 仅 当 存在 一 个 义 中 的 开 集 VV 使 
得 U= VY. 

证 明 ”由 于 现在 涉及 两 个 度量 空间 ,我 们 时 时 要 小 心 可 能 产 
生前 概念 混 消 .对 于 xzEX(yEY), 临 时 记 度 量 空 间 XCY) 中 以 
z(?) 为 中 心 以 e>0 为 半 公 的 球形 分 域 为 Be(z,e)(By(y,e)). 

首先 指出 :对 于 任何 yE Y,e>0, 有 

By(y,e)= Bx(y,e)fY 
这 是 因为 一 个 点 = 和 EX 属于 By(y,e) 当 且 仅 当 z 是 Y 中 的 一 个 
点 并 且 它 与 y 在 Y 中 的 距离 ( 即 它 与 y 在 和 中 的 距离 ) 小 于 e. 
现在 设 吕 是 Y 中 的 一 个 开 集 ,由 于 Y 的 所 有 球形 邻 域 构成 
的 族 是 了 的 拓扑 的 一 个 基 ,U 可 以 表示 为 Y 中 的 一 族 球形 领域 ， 
设 为 wy, 的 并 .于 是 


U= Brly, 
a hes YC) 
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= YU (Bx(y,aNY) 


BER 


= ( U Bx(yve) NY 


By(9eeJE 了 了 
设 V= Us,w.wexBx(y,e), 它 是 X 中 的 一 个 开 集 ,并 且 我 们 有 UU 
=VNY. 

另 一 方面 , 设 U= V 站 Y, 其 中 VV 是 X 中 的 一 个 开 集 .如 果 y 
EU, 则 有 y€ Y 和 y€V. 于 是 在 关中 存在 y 的 一 个 球形 邻 域 
Bx(y,e)CCV. 此 时 易 见 , By(y,e)= Bx(y,e) 站 YC U. 这 证 明 
U 是 Y 中 的 一 个 开 集 - 国 

按照 定理 3.1.1 的 启示 ,我们 来 逐步 完成 本 节 开 始 时 所 提出 
的 任务 . 

定义 3,1.2 设 双 是 一 个 集 族 ,Y 是 一 个 集合 . 集 族 

{IANYIAEwl 
称 为 集 族 of 在 集合 Y 上 的 限制 , 记 作 sf|y. 

引 理 3.1.2 设 了 是 拓扑 空间 (和 ,9 中 的 一 个 于 集 . 虽 集 族 中 ， 
是 了 的 一 个 拓扑 . 

证 明 我们 验证 下 y 满足 拓扑 定义 中 的 三 个 条 件 : 

(iD 由 于 XE9 和 了 = 大 门 了 ,所 以 YE 下; 由 于 凶 E 了 和 好 
= 儿 门 了 ,所 以 SES y. 

(i 如 果 4,BE 引 ，，, 即 存在 六 , 吾 和 9 使 得 和 = 让 门 了 ,了 B= 
让 门 了 .于 是 

ANB=(ANDINGEND= (ANB)NY 
由 于 ANBEH 所 以 ANBE9Y. 

(说) 如 果 功 是 集 族 有 1y 的 一 个 子 集 族 , 即 对 于 每 一 个 AE 

抽 , 存 在 AEF 使 得 A=AN 站 mY. 于 是 
4= 如 SND WDNY 


由 于 Uaes, AE 所 以 Uaes,AE 7|y， 国 
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定义 3.1.3 设立 是 拓扑 空间 (X,9 ) 的 一 个 子 集 .Y 的 拓 
和 ]v 称 为 (相对 于 X 的 拓扑 了 而 言 的 } 相 对 拓扑 ; 括 扑 空间 
( 芋 ,下 y ) 称 为 拓扑 空间 的 一 全 (拓扑 ) 子 空间 . 

我 们 常 说 拓扑 空间 Y 是 拓扑 空间 的 一 个 子 空间 ,意思 就 是 
指 Y 是 X 的 一 个 子 集 ,并 且 Y 的 拓扑 就 是 对 于 X 的 拓扑 而 言 的 
相对 拓 扩 .此 外 ,我 们 也 常 将 拓扑 空间 的 子 集 认为 是 一 个 子 空间 而 
不 另行 说 明 . 

假设 Y 是 度量 空间 XX 的 一 个 子 窑 间 .现在 有 两 个 途径 得 到 
Y 的 拓扑 :一 是 通过 X 的 度量 诱导 出 Y 的 度量 ,然后 考虑 Y 的 这 
个 度量 诱导 出 来 的 拓扑 ; 另 一 是 先 将 X 考虑 成 一 个 拓扑 空间 , 然 
后 考虑 了 的 拓扑 为 X 的 拓扑 在 Y 上 引出 来 的 相对 拓扑 .事实 上 ， 
定理 3.1.1 已 经 指出 经 由 这 两 种 途径 得 到 的 Y 的 两 个 拓扑 是 一 
样 的 .下面 把 这 层 意 思 重 新 叙述 一 遍 . 

定理 3.1,3 设立 是 度量 空间 X 的 一 个 度 醒 于 空间 . 则 义 与 
Y 部 考虑 作为 拓扑 空间 时 了 是 轧 的 一 个 ( 拭 朴 ) 子 空间 ， 国 

定理 3.1.4 设 丑 ,了 Y,Z 都 是 扫 扑 空间 .如 果 了 是 区 的 一 个 
于 空 闻 ,Z 是 了 的 一 个 于 空间 , 则 乙 是 X 的 一 个 子 空间 .、 

证 明 当 了 是 X 的 一 个 子 空间 ,2Z 是 Y 的 一 个 子 空间 时 ,我 
们 有 ZCYCX; 并 且 若 设 9 为 X 的 拓扑 时 ,Z 的 拓扑 是 

(让 jz = 1UNYIUEN, 
={UNYNZIUENL 
=!IUNZIUE R= 有 Ny 

因此 Z 是 X 的 -- 个 子 空间 ， 刻 

定理 3.1.5 设 Y 是 拓扑 空间 义 的 一 个 子 空间 ,yEY. 则 

(1) 分 别 记 了 了 和 3 为 久 利 的 拓扑 , 则 = 51y; 

(2) 分 别 记 丈 和 多 为 X 和 了 的 全 体 闭 集 梅 成 的 族 , 则 

= 

《3) 分 别 记 双 和 融 为 点 y 在 XX 和 YY 中 的 邻 域 系 , 则 
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包 三 级 |y， 
证 明 (1) 即 是 子 空间 和 相对 拓扑 的 定义 ， 
(2) 成 立 是 因为 ， 
gy 一 1X- UUERLY 
=|(X- NYIUEN 
=iY-UNYIUETN 
=|Y-DIUEN= 了 

(3) 设 UE 驼 . 则 存在 VE3 使 得 yE VCU. 因 此 存在 V， 
E9 使 得 V= NNY. 令 如 = VUU. 由 于 y€ CU, 散 UU 
EE, 并 且 

UNY=(V UNY=VUU=U 
所 以 UE 双 1v :以 上 证 明 饼 性 双 | 类似 的 论证 指出 总 二 凤 |，- 
国 

定理 3.1.6 设 Y 是 拓 打 空间 X 的 一 个 子 空间 ,和 是 Y 的 一 
个 子 集 - 则 

(1) 和 在 了 中 的 导 集 是 A 在 XX 中 的 导 集 与 Y 的 交 ; 

(2) A 在 Y 中 的 闭 包 是 A 在 关中 的 闭 色 与 Y 的 交 . 

证 明 ”为 证 明 这 个 定理 ,我 们 仍 分 别 记 4 宇多 中 的 导 集 和 闭 
包 为 d(A) 和 及 ;而 记 A 在 Y 中 的 导 集 和 闭 包 分 别 为 dy (A ) 和 
cy (CA). 

(1) 一 方面 , 设 yE dy (4). 则 对 于 y 在 X 中 的 任何 一 个 邻 域 
,根据 定理 3.1.5,U 门 Y 是 y 在 Y 中 的 一 个 仔 域 ,所 以 

UN(A-1yDIO(UNYINGA- {yg 
因此 yE d (A). 此 外 当然 有 yEY. 所 以 yE 4 (A) 站 YY, 这 证 明 
dy(A)Ca(A)NY. 

另 一 方面 , 设 yEd(A) 人 YY. 令 V 为 y 在 Y 中 的 任何 一 个 邻 
域 , 则 存在 y 在 X 中 的 一 个 邻 域 U 使 得 V=UNY. 由 于 UN (A 
一 {31) 关 多 ,以 及 ACY, 我 们 有 VN(A -1y|)CY. 于 是 
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VvN(A-{yD=(UNGA- {yi YNY 
=UN(A-{y))2 

所 以 yE dy(A). 这 证 明 dy(A)d(A)NY. 

(2) 成 立 是 因为 

cy(A)=AUadr(A) 
=AU(a(AINY) 
=(AUa(APNAUY) 
=ANMY 国 

定理 3.1.7 设 Y 了 是 拓扑 室 间 XX 的 一 个 子 空间 ,yE Y. 则 

(1) 如 果 澳 是 拓 补 空间 XX 的 一 个 基 , 则 多 |y 是 子 室 间 Y 的 

、 一 个 基 ; 

(2) 如 果 为 是 点 y 在 拓 朴 空间 和 中 的 一 个 邻 域 基 , 则 宫 | 

是 点 yy 在 子 空 间 YY 中 的 一 个 邻 域 基 . 

证 明 (1) 设 旬 是 义 的 一 个 基 . 对 于 Y 中 的 任何 一 个 开 集 
口 ,存在 关中 的 一 个 开 集 V 使 得 口 = VN 站 Y; 存 在 多 的 一 个 子 族 
多 ,使 得 V= Uses,B. 因 此 U=Usea, (BNY). 由 于 上 式 中 的 每 
一 个 BNY 是 |y 中 的 一 个 元 案 , 所 以 在 上 式 中 U 已 经 表示 成 
了 细 * 中 的 某 些 元 素 之 并 了 .因此 人 $|y 是 了 的 一 个 基 . 

(2) 设 % 是 点 y 在 X 中 的 一 个 邻 域 基 . 如 果品 是 y 在 Y 中 
的 一 个 邻 域 , 则 存在 y 在 X 中 的 一 个 邻 域 V 使 得 UU= VN Y; 于 
是 存在 V1EY 使 得 VSV. 从 而 Vi 站 Y 是 y 在 Y 中 的 一 个 邻 
域 ,并 且 六 站 YCVN 介 Y= UU, 其 中 Vi 由 YEY%1y. 这 证 明和 %|y 
是 ?在 立 中 的 一 个 邻 域 基 ， 量 

“ 子 空间 "事实 上 是 从 大 拓扑 空间 中 “切割 "出 来 的 一 部 分 .这 
里 有 一 个 反问 题 , 概 言 之 就 是 ,一 个 拓扑 空间 什么 时 候 是 另 一 个 拓 
扑 空间 的 子 空间 ? 换言之 ,一 个 拓扑 空间 在 什么 条 件 下 能 够 “ 镶 
嵌 " 到 另 一 个 拓扑 空间 中 去 ? 当然 根 如 我 们 拘泥 于 某 些 细节 ,例如 
涉及 的 拓扑 空间 是 由 什么 样 的 点 构成 的 ,那么 问题 会 变 得 十 分 乏 
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际 ; 然 而 我 们 在 人 $2.2 中 便 提 到 过 ,拓扑 学 的 中 心 任务 是 研究 拓扑 
不 变性 质 ,也 就 是 说 我 们 不 去 着 意 区 别 同 胚 的 两 个 拓扑 空间 .在 这 
种 意义 下 ,以 上 何 题 可 以 精确 地 陈述 如 下 : 

定义 3.1.4 设 义 和 Y 是 两 个 拓 守 空间 ,f: 久 .映射 了 
称 为 一 个 嵌入 ,如 果 它 是 一 个 单 射 ,并 且 是 从 玉 到 它 的 象 集 六 大 ) 
的 一 个 同 且 ,如 景 存在 一 个 嗣 入 多 一 了, 我 们 说 拓扑 空间 和 可 
凡 入 托 夺 空间 了 了 . 

在 这 个 定义 中 谈 到 映射 产 X-Y 是 从 到 它 的 象 集 f(X) 的 
一 个 同 胚 ,这 旬 话 完全 精确 的 意思 是 ;映射 JX 一 fC(X), 定 义 为 
对 于 任何 zEX 有 了 (zx)=A(xz)E CX), 是 一 个 同 旺 .为 了 省 事 ， 
我 们 也 把 喘 射 了 也 记 作 了 ,必须 区 草 时 在 上 下 文中 说 明 . 
事实 上 ,拓扑 空间 义 可 嵌 人 拓扑 空间 Y 意思 就 是 辐 扑 空间 多 
与 拓扑 空间 了 的 某 一 个 子 空间 同 胚 ,狂言 之 ,在 不 区 别 同 三 的 两 
个 拓扑 空间 的 意义 下 ,X“ 就 是 ”Y 的 一 个 子 空间 . 
不 能 嵌入 的 一 个 简单 例子 是 ,一 个 离 烙 空间 ,如果 它 含 有 多 于 
一 个 点 ,就 决 不 可 能 嵌 人 到 任何 一 个 绊 庸 空间 中 去 ;反之 ,一 个 平 
庸 空间 ,如 果 它 含有 多 于 一 个 点 ,也 决 不 可 能 碟 入 到 任何 一 个 离散 
空间 中 去 . 欧 氏 平面 中 的 单位 个 周 是 否 可 以 妨 人 到 实数 空间 ( 即 直 
线 ) 中 去 呢 ” 这 个 问题 我 们 到 第 四 章 中 再 作 处 理 . 本 书 中 我 们 还 会 
涉及 一 些 比较 深刻 的 嵌 人 定理 . 


习题 


1. 证 明 ， 
{1) 实数 空间 了 R 同 胚 于 任何 一 个 开 区 则 ; 
已) nr 维 欧 氏 空间 恨 " 同 盈 于 其 中 的 三 何 一 个 开 方 体 ,也 晴 胚 于 其 中 的 
任何 一 个 球形 邻 域 . 
2. 如 果 了 是 拓扑 空间 X 的 一 个 开 ( 财 ) 子 集 , 刚 Y 作为 X 的 子 空间 时 
特别 称 为 X 的 开 ({ 闭 ) 于 空间 .证 明 ; 
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{1) 如 果 Y 是 拓扑 空间 X 的 一 个 开 字 空间 , 则 ACY 是 Y 中 的 一 个 开 
集 当 生 仅 当 A 是 的 一 个 开 和 集 ; 
(2) 如 果 工 是 拓扑 空间 X 的 一 个 闭 子 空间 , 则 ACY 是 Y 中 的 一 个 闭 
集 当 且 仅 当 A 是 大 的 一 个 诸 集 - 
3. 设 了 是 拓扑 空间 避 的 一 个 子 空 间 ,ACY. 焉 明 : 
《1) intx (A)= inty CA intx (YY) 
(2) 9y (A)Cax (A) 介 Y, 并 举例 说 明 等 式 可 以 不 成 立 、 
其 中 imtx 和 inty 分 别 表 示 在 拓 直 空间 X 和 了 中 求 集合 的 内 部 ;3x 和 ay 分 
别 表 示 在 拓扑 空间 X 和 冯 中 求 集合 的 边界 
4. 设 了 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 空间 , y€ Y. 证 明 : 
(1) 如 果 9 是 多 的 一 个 子 基 , 则 当 y 是 了 的 -- 个 子 基 ; 
(2) 如 条 是 点 y 在 X 中 的 一 个 邻 域 子 基 , 则 W |v 是 点 y 在 Y 中 的 一 
个 邻 域 子 基 ， 
5. 设 (X, 罗 和 (了 , 郧 ) 是 两 个 拓扑 空间 ,并 且 YCX. 证 明 ， 
(1) 如 果 (T 玉 间作 7) 移 一 个 子 空间 , 则 内 射 iY 光 是 一 个 连续 映 
射 
(2) 如 果 内 射 i: Y-* 多 是 一 个 连续 映射 , 则 及 二 引 y - 
因此 我 们 说 ;相对 拓扑 是 使 内 射 壬 续 的 最 小 的 拓扑 . 
6. 爸 义 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ,证 明 :映射 :六 一 Y 是 一 个 连续 映射 当 
且 仅 当 f;X-* 用 X) 是 一 个 连续 映射 ,( 这 两 个 映射 为 何 使 用 同一 个 符号 ,请 
参见 正文 中 的 有 关 说 明 .) 
7. 设 和 和 立 是 两 个 拓扑 空间 ,4 是 X 的 一 个 子 柴 .证明 :如 果 映 射 
了 /XX 一 了 连续, 则 映射 站 :A 一 Y 也 连续 . 
8, 设 X 和 了 是 两 个 拓扑 空间 ,4 是 义 的 一 个 子 集 ,证 明 : 
《1) 如 果 映 射 f; X- 芋 是 一 个 同 耳 , 则 酉 射 fi :4 一 护 A) 也 是 一 个 同 
是 ; 
(2) 如 果 久 可 嵌入 YY, 则 9 XX 的 竹 何 一 个 子 空间 也 可 嵌入 YY. 
9. 在 集合 蚁 ? 中 给 案 一 个 子 集 族 
Stasb) x bled)la bc dER ,ab cal 
验证 RR* 有 了 唯一 的 一 个 拓扑 了 以 9 为 它 的 一 个 子 基 , 令 
A=1(z,y) ER |z+y=1| 
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间 A 作为 哲 扑 空间 { 民 ? ,3) 的 一 个 子 空间 时 有 和 外 么 特点 ? (提示 ;证 明 拓扑 
空间 (4 ,1。) 是 -个 离散 空间 .》 

10, 证 明 :; 如 果 久 是 一 个 只 会 本 数 个 点 的 拓扑 空间 , 则 存在 一 个 满 的 连 
续 映 射 :党 一 XX. 其 中 人 各 是 由 所 有 有 理 数 构成 的 实数 空 知 民 的 子 空间 . 

信 . 困 答 以 下 问题 并 给 出 必要 的 证 明 : 

(1) 有 限 补 空间 何 时 可 帕 人 可 数 闸 空间 ? 

(2) 可 数 闪 空间 何 时 可 媒人 人 有限 补 空间 ? 
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给 定 了 两 个 拓扑 空间 ,我 们 首先 可 以 得 到 一 个 集合 作为 它们 
的 简 卡 儿 积 , 如何 按 某 种 自然 的 方式 给 定 这 个 币 卡 儿 积 一 个 拓 盾 
使 之 成 为 拓扑 空间 ? 

为 此 我 们 先 对 度量 空间 中 的 同类 问题 进行 研究 . 首先 同 顾 x 
维 欧 氏 空间 中 忆 " 中 的 度量 是 如 何 通 过 实数 空间 中 的 度量 来 定义 
的 :如 果 工 = 《zy ) ,yy ,94)EER", 则 x 与 y 


的 距离 定义 为 
pzsy)= /| -| 


其 中 | zx; y | 是 尺 中 的 两 个 点 x: 和 yw 的 通常 距离 .这 种 定义 方式 
推广 到 有 限 个 度量 空间 的 笛 卡 儿 积 中 去 不 会 产生 任何 困难 . 

定义 3.2,1 设 (Xeol)，(Xayps) (Xp ) 是 ZL 个 
度量 室 闻 . 令 X= XXXaX…X .定义 0: 太 XX-> 民 使 得 对 于 
任何 了 一 (riyza ze) ,y=(y1 yy) EX, 


Ta 

Plz) Zp: Cz ,9 
容易 验证 p 是 X 的 一 个 度 重 . (请 自行 验证 ,注意 验证 中 页 用 到 
82.1 附录 中 的 Schwarz 引 理 , ) 我 们 称 p 为 兽 卡 儿 积 了 X= XX X 
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X… x X, 的 积 度量 ; 称 度量 空间 (多 ,0p) 为 n 个 度量 空间 
《Xi ,pi),(X2 ,Pp;) (XX, ,ps ) 的 度量 积 空间 . 
根据 上 述 定义 明显 可 见 ,” 维 欧 氏 空间 有 < 就 是 个 实数 空间 
中 的 度量 积 空间 . 
先 来 考察 积 度 量 所 诱导 出 来 的 拓扑 有 什么 样 的 性 质 , 以 便 使 
我 们 得 到 在 拓扑 空间 中 应 该 如 和 何 引出 积 空间 的 概念 的 启示 、 
定理 3.2.1 设 (Xi ai) (Xps) (pos) 是 nz21 个 
量 空 间 ,(X,o) 是 它们 的 积 空 间 . 又 设 员 和 了 分 别 是 由 度量 
和 和 p 所 诱导 出 来 的 XX 和 X 的 拓扑 ,其 中 i 二 1,2,…,n, 则 站 的 子 
集 族 
= UX UX XU,|U ED,i=1,2,.,n| 
是 处 的 拓扑 了 的 一 个 基 . 
证 明 我 们 仅 就 n=2 的 情形 加 以 证 明 . 
首先 根据 积 度量 的 定义 容易 得 到 (请 自行 验证 ), 对 于 任意 x 
= (zlyzl)EX 和 任意 e>0, 我 们 有 : 


) X 了 2 万 )CB(ze) 


BC 有)xB(n 坑 

CBi{zi,e) x B,(xr2,e) 
其 中 B;(zi,p)(B(z,p)) 表 示 zi (xz) 在 度量 空间 X,(X) 中 的 以 
ZT:( 工 ) 为 中 心 以 pz 为 半径 的 球形 邻 域 ,i=1,2. 

设 XU2E 旨 ,其 中 Ul 和 U, 分 别 是 对 和 X, 中 的 开 集 . 
如 时 工 = (zi, zy) E Ui Xx 0, 则 存在 Bi (zi,e)CCU, 和 
Bi(zaysz)CUa. 于 是 

Blr,e)CB (re) x Br ,eCU, xU, 
其 中 e=minfel ,ez)}. 这 说 明 Ui x U, 是 z 的 一 个 邻 域 ,由 于 工 
是 Ux 器, 中 的 任意 一 个 点 ,所 以 Di x U, 是 XX 中 的 一 个 开 集 . 
这 证 明了 CF 
如 果 这 是 怀 中 的 任意 一 个 开 集 , 即 UE 无 则 对 于 每 一 点 x 
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EU, 存 在 B(x,e.)CU. 从 而 


Bi(zi2)xBi (za ]CU 


V2 #2 


由 此 可 见 


Er 
U= es 人 (za ' 声 ) xBz( ,入 ) 

这 就 是 说 ,X 中 的 每 一 个 开 集 是 印 中 的 某 些 元 素 的 并 .这 完成 了 
甸 是 9 的 一 个 基 的 证 明 . 

一 般 情形 的 证 明 是 完全 类 似 的 ,请 读者 自己 补 证 ， 国 

在 定理 3.2.1 的 启示 下 ,我 们 按 以 下 方式 引进 有 限 个 拓扑 空 
间 的 积 空间 这 一 概念 . 

定理 3.2.2 设 (X, ,于 ),(Xs ,所 ) (Xs 于) 是 x 之 1 个 拓 
朴 室 间 . 则 闫 = Xi X XX… XX 有 唯一 的 一 个 拓扑 了 了 以 的 子 
集 族 


B= {UXU XxXU IU ER,i=1,2,.,n} 
为 它 的 一 个 基 . 
证 明 我 们 有 ， 
《1) 由 于 X= XXX2X…xXX,E, 所 以 UgpesB=XX; 
《2) 如 果 UL X Ui xX… Xx U,ViX Vx-…xVE 纺 ,其 中 
U,V.EF,i=1,2,…,7n, 则 
(Ux Us XX UMN VL x Vax xV,) 
=( NVOXCUNV XXU NV ER 
应 用 第 二 章 中 的 定理 2.6.3 可 见 本 定理 的 结论 成 立 ， 图 
定义 3.2.2 设 (Xi, 太 ), (Xs 到),…, (XX,, 久 ) 是 4n 汪 1 个 拓 
村 空间 . 则 区 = XX 处,X… xX XX 的 以 子 集 族 
可 = | LU XU, XxXU, IU ER,i=1,2.,n} 
为 它 的 一 个 其 的 那个 唯一 的 括 扑 了 生计 和 本国 后 WM 
执 , 窑 起 空 间 ( 关 ,了 ) 称 为 拓扑 空间 (X , 夺 ), (Xs ,于 (XX ,区 
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的 (拓扑 ) 积 空间 . 

设 Xi,X2 ，…，R 是 nn 之 1 个 度量 空间 , 则 箔 卡 几 积 X = 义 ， 
XX XX X, 可 以 有 两 种 方式 得 到 它 的 拓扑 :一 是 先 将 X 作成 
麻 基 积 空间 ,然后 再 由 积 度量 诱导 出 X 的 拓扑 ; 另 一 是 先 用 每 一 
个 大 的 度量 诱导 出 X: 的 拓扑 ,然后 再 将 X 考虑 作为 诸 拓扑 空间 
xi 的 拓扑 积 空间 . 定理 3.2.1 实际 上 已 经 指出 这 两 种 拓扑 是 一 至 
的 , 现 将 这 一 点 明确 陈述 如 下 : 

定理 3.2.3 设 是 = XXX X…XX 是 xn 渤 ] 个 度量 空间 
XXX 的 度量 积 空间 . 则 将 其 和 诸 筷 都 考虑 作为 拓扑 空 
闻 时 ,X 是 XXX ,…, XX 的 (大 盾 ) 积 室 间 . 

特 列 地 ,作为 拓扑 空 间 ,m 维 欧 氏 空间 迟 " 便 是 个 实数 空间 
素 的 (拓扑 ) 积 空间 国 

定理 3.2.4 设 交 = X XX… XW 是 ma3P1 个 拓扑 空间 
和 ，Xs ，…,X。 的 积 空间 ,对 于 每 一 个 i 二 1,2,…,n ,拓扑 空间 X， 
有 一 个 基 到. 则 X 的 翌 舍 让 

=1B1xB, Xx.…xB,|B ES ,i=1,2,",n} 
是 拓扑 空间 多 的 一 个 基 、 

证 朋 说 于 为 着 的 拓扑 ,i=1,2,…,n. 令 甸 如 积 拓 扑 的 定 
义 中 的 积 拓扑 的 那个 基 . 为 证 明 久 是 积 空间 X 的 一 个 基 , 只 需 证 
明 绽 中 的 每 一 个 元 素 均 可 以 表示 为 负 中 的 某 些 元 素 的 并 .为 证 
此 , 设 UX Us x…Xx UE 多 ,其 中 UEF. 由 于 纺 是 所 的 一 个 
基 , 帮 对 于 每 一 个 i, 存在 鸟 己 纺 使 得 Ui = UsesBi. 于 是 

UX UX xD, 


-Wy BX, BX x (8,) 


BxB, x-xB, 


BE BES 其 < 


BX Bs XxB, 


BXB, x B, ED 


§3.2 {有限 ) 积 字 间 i01 


其 中 
9= {Bx BX. XB,|BES,i=1,2,,n|C% 

这 就 完成 了 我 们 所 需 的 证 明 .。 出 

例 3.2,1 由 于 实数 空间 民有 一 个 基 由 所 有 的 开 区 间 构 成 ， 
故 应 用 定理 3.2.4 立即 可 见 , 2 维 欧 氏 空 间 到 "中 的 所 有 开 方 体 
(a1151)X (azsb2)X… Xarsb,) 构 成 有 "的 一 个 基 . 特别 地 , 欧 
氏 平 面 总 * 有 一 个 基 由 所 有 的 开 适 形 (a1,51)X(a, ,2z) 构 成. 

定理 3.2.5 设 冲 = XXX X…xX， 是 #Z21 个 拓扑 空间 
Xi ,Xa ，…,X， 的 积 空间 . 令 了 为 X 的 拓扑 ,9 为 XI 的 拓扑 ,i= 
1,2; 22- 则 以 它 的 子 某 族 

pn (UYU ED 

为 它 的 一 个 子 基 . 其 中 ,对 于 每 一 个 i 映射 p:: 尽 一 XX; 是 秒 卡 儿 
积 久 到 它 的 第 i 个 坐标 集 %, 的 投射 . 

证 明 ”我 们 仅 证 明 w=2 的 情形 . 

首先 注意 ,对 寺 任何 A1CX 和 A,CX， 有 

Bi' (A)=ALXX, 和 pi'(A,)=X) XA, 

根据 积 空间 的 定义 ,多 = | Di x U,| UE 和 ,i=1,21 是 它 的 一 
个 基 . 令 岛 为 9 的 每 一 个 有 限 非 空子 族 之 交 的 全 体 构 成 的 集 族 ， 
即 


B={S,N SN fiS, | SEHi=1,2, ,n,nET,} 
由 于 显然 有 有 8C 名 ,所 以 入 CC8 另 一 方面 ,根据 U, x U, = (Ux 
X2) 间 (XiX LU) 可见 男 C 荔 . 综 上 我 们 有 多 CC 入 己 7 明显 地 ,家 
是 X 的 一 个 基 . 困 此 ,2 是 和 的 一 个 子 臣 . 

一 般 情 形 的 证 明 是 完全 类 人 秘 的 , 留 给 读者 自己 补 证 ， 国 

定理 3.2.6 设 刁 = 和 XXX…XX, 是 mnZ1 个 拓扑 空间 
XXX 的 积 空间 . 则 对 于 每 一 个 7 二 1,2,…,n, 管 计 儿 积 
到 它 的 第 i 个 坐标 集 筷 的 投射, :X 一 XX; 是 一 个 满 的 连续 开 
映射， 
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证 明 ”显然 p, 是 一 个 满 射 , 对 于 总 中 每 一 个 开 集 UD, ,根据 
定理 3.2.5,p71(U;) 是 X 的 某 一 个 子 基 的 元 素 , 所 以 必定 是 
中 的 一 个 开 集 .这 证 明 万 的 连续 性 . 

令 多 为 积 拓扑 定义 中 X 的 那个 基 . 由 于 一 族 集 合 的 并 的 象 等 
于 先 求 这 一 族 集合 中 每 一 个 集合 的 象 然后 再 求 并 (参见 定理 
1.6.3), 所 以 为 了 证 明 p, 是 一 个 开 映射 ,只 需 验证 孚 中 每 一 个 元 
素 的 p; 象 是 X 中 的 开 集 即 可 ;然而 这 是 显然 的 ,因为 如 果品 i， 
UL 分 别 是 X, ,X,,…,X。 中 的 开 集 , 则 pi (Ux Ux，… 
x U,)= UU; 是 X 中 的 一 个 开 集 ， 卢 

例 3.2.2 积 空间 到 它 的 坐标 空间 的 投射 可 以 不 是 闭 映射 . 
例如 考虑 欧 氏 平面 了 到 它 的 第 一 个 坐标 空间 及 的 投射 p1 :六 2 一 
及 ,容易 验证 集合 B= (wi zz)E 有 ”| zz 二 二 是 民 * 中 的 一 个 
闭 集 , 然 而 p1(B) = 及 - 10} 却 不 是 及 中 的 闭 集 . 

定理 3.2.7 设 和 = XXX,X-…XX, 是 n 渤 1 个 丘 提 空间 
1 X2，…X。 的 积 空间 .又 设 了 也 是 一 个 拓扑 空间 . 则 遇 射 
广 Y~X 连 续 当 旦 仅 当 对 于 每 一 个 1 = 1,2,，…，1 复合 映射 
p: 。f: YX 连续 ,其 中 ,p, :及 一 XX, 是 积 空间 X 对 于 第 i 个 从 
标 空间 Xi; 的 投射 . 

证 明 根据 定理 3.2.6, 每 一 个 投射 p; 连续 ,所 以 当 三 连续 
时 ,每 一 个 jp 。f 连续 . 

另 一 方面 ,假设 对 于 每 一 个 i =1,2,…,n ,复合 映射 po : 
Y 一 X; 连续 .X 的 子 基 ( 参 见 定理 3.2,5) 

= [pri(D)1U; 是 X; 中 的 一 个 开 集 ,i=1,2,… ,nj} 

中 的 每 一 个 元 素 pi'( 吕 ,) 的 了 原 象 
fF (pr (UO))= Cp of) (DU) 
是 Y 中 的 一 个 开 集 ,根据 定理 2.6,5 可 见 了 连续 ， 六 
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定理 3.2.7 是 数学 分 析 中 一 个 相应 的 定理 的 推广 ,在 数学 分 
析 中 的 那个 定理 经 常 被 陈述 为 :从 x 维 欧 氏 空 间 R" 到 mz 维 欧 氏 
空间 BR" 的 一 个 函数 ( 观 射 ) 是 连续 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 分 量 函 
数 连续 .下 面 的 定理 3.2.8 则 说 明 积 拓 扑 的 一 个 重 变 特 性 . 

定理 3.2.8 设 义 =XiXX XXX 是 nn 之 1 个 拓 提 空间 
Xi XXX。 的 积 室 间 ,了 是 的 积 拓扑 ,又 设 区 是 和 的 某 一 个 
拓扑 满足 条 忻 : 对 于 X 的 拓扑 可 而 言 , 从 六 到 它 的 第 让 个 坐标 空 
闻 Xi 的 授 射 p; :XXX 是 连续 映射 ,i 一 1,2,…,n. 则 了 了 沪 5 

换言之 , 积 拓 朴 是 使 从 称 室 间 到 每 一 个 坐标 空间 的 投射 都 连 
忽 的 最 小 的 拓扑 ， 

证 明 由 于 X 的 措 扑 了 使 得 对 于 每 一 个 投射 都 连 急 ,所 以 对 
于 任何 一 个 i=1,2,…,n 和 XX; 中 的 任何 一 个 开 集 UU, 我 们 有 
pi (Ui)E 亲 于 是 义 的 积 拓扑 的 子 基 ( 参 见 定理 3,2,5) 

F=fpi (Ui)1U, 是 X 中 的 一 个 开 集 ,i 一 1,2,… ,nl 
包含 于 到 从 而 CC 计量 

定理 3.2.9 设 Xi ,Xa,…，,X, 是 n 实 2 个 托 扑 空间 . 则 积 空 
闻 Xl X Xs X… XX 同 且 于 积 空间 (XXX 又 天) 关 居 ， 

证 明 暂时 将 Xi x 六, x… xX X, 到 第 i 个 坐标 空间 X, 的 投 
射 记 作 pp; :将 针 !X XX; X… XX,-1 到 第 j 个 坐标 空间 XX 的 投射 记 
作 g :将 (Xi X XsX… XX,_1) XX 到 它 的 坐标 空间 XL X 大 xX 
xX- 和 X, 的 两 个 投射 分 别 记 作 x, 和 x, .根据 定理 3.2.6, 所 
有 这 些 投射 都 是 连续 的 ， 

定义 映射 

kX XX Xe XK (KX: XK Xe XK ) XX 
使 得 对 于 任何 (zi ,x ,…, ,EE XX XX, XX 2X ， 
kriy ras Ta) = (ryt zs) 

容易 验证 上 是 一 个 一 一 映射 - 

为 证 明 喘 射 * 连续 ,根据 定理 3.2.7, 具 要 证 明 映射 -，。 上 和 
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r 9 此 连续 ,映射 
ri ok:KI XX Xe XK rN) X XX mrX KL 

是 连续 的 ,这 是 因为 对 于 每 … 个 j=1,2,…,n 一 1, 上 映射 g; or。 
二 jp 连续 ,此 外 ~ “&= p, 也 连续 ， 

通过 完全 类 似 的 证 明 也 可 见 上 “连续 .因此 是 一 个 同 胚 . 

上 

在 定理 3.2.9 中 ,尽管 XX XX; x -XX 和 (XX XX*…x 
Xe)XX 作为 集合 可 以 是 完全 不 同 的 ,但 这 个 定理 告诉 我 们 ， 
假如 我 们 对 同 胜 的 空间 不 予 区 别 , 那 么 这 两 个 拓扑 空间 却 是 … 样 
的 .这 个 定理 还 告诉 我 们 ,假如 我 们 对 同 胚 的 空间 不 予 区 别 , 有 限 
个 拓扑 空间 的 积 空间 可 以 通过 归纳 的 方式 予以 定义 . 


习 是 


1. 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . 证明 映射 p:X XX 一 RR 是 一 个 连续 映射 
2. 设 (Xi ,pi) 和 (Xs ,ps) 是 两 个 度量 空间 .定义 
dirda:(X1X KX ) XX HR 
使 得 对 于 任何 z= (x ,2) ,y={y1 sy)E XXX， 
d(x1y)= pr )+pa(zra) 
d(x,9) = maxd p(T1) ,pa (23, 92) | 
(1) 验证 dQ 和 az 都 是 XX X; 的 度量 ; 
(2) 证 明 X, Xx X, 的 度量 d, ,ds 和 p 是 等 价 的 度量 ,其 中 p 是 积 度量 . 
3. 将 第 2 题 中 的 结论 推广 到 = 个 度量 空间 的 积 空 间 中 去 . 
4, 设 Xi 和 Xi 是 两 个 拓扑 空间 ,X1 x X, 是 它们 的 积 空间 .证 明 ; 对 于 
任何 ACX 和 BCX2 有 
{1) AxB=AxB; 
{2) (AxB)'=A XxF:; 
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(3) a(A x B)=(a(A)xX BU(Ax a(B)). 

(注意 ,尽管 这 里 在 三 个 不 同 的 空间 中 求 集合 的 闭 包 ,内 部 和 边界 使 用 的 记 与 
分 别 相交 ,但 并 不 至 于 发 生 混淆.) 

5. 设 | 和 XX; 是 两 个 拓扑 空间 ,A 和 A, 分 别 六, 和 XX; 的 子 空间 
证 明 A, x A; 华为 积 空间 的 拓 外 与 Ai x A; 作为 积 空间 X; x X; 的 子 空 间 
的 拓 外 两 着 相同. 

6. 设 尺 ,Xz 和 Xs 都 是 拓扑 空间 . 证 明 ; 

(1) 积 空间 姬 x X; 同 胚 于 积 空间 和 X X, ; 

(2) 积 空间 (X, x X2 )X Xs 同 胚 子 积 空间 Xx (Xs Xx XX ); 

(3) 存在 一 个 拓扑 空间 Y 使 得 积 空间 Xi x Y 局 胚 于 XX; 

(4) 如 果 Xi 天 并 且 积 空 间 X, x 和 同 胚 子 积 空间 X, x Xs, 则 X, 同 

是 于 X;、 

7. 话 明 8$3.1 习题 第 9 题 中 定义 的 拓扑 空间 (RR , 作 是 两 个 实数 王 限 折 

扑 空间 及 , (参见 俩 2.6.1) 的 积 空间 . 
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将 一 条 橡皮 筋 的 两 个 端点 “ 粘 合 "起 来 ,我们 便 得 到 了 一 个 暂 
皮 团 ;将 一 块 正方 形 的 橡皮 块 一 对 对 边 上 的 点 按 同 样 的 方向 两 两 
“ 粘 合 "起 来 ,我们 便 得 到 了 一 个 橡皮 管 ,再 将 这 个 橡皮 管 两 端的 丙 
个 殴 图 上 的 点 按 向 样 的 方向 两 两 “ 粘 合 "起 来 ,我 们 又 得 到了 一 个 
橡皮 轮胎 …… 这 种 从 一 个 给 定 的 图 形 构造 出 一 个 新 图形 的 办 法 可 
以 一 般 化 . 

我 们 在 第 一 章 中 讨论 过 等 价 关系 和 商 集 的 概念 . 所 谓 商 集 万 
是 在 一 个 集合 中 给 定 了 一 个 等 价 关 系 之 后 将 相对 于 这 个 等 价 关系 
而 言 的 等 价 类 所 构成 的 集合 ,通俗 地 说 便 是 分 别 将 每 一 个 等 价 类 
中 的 所 有 的 点 “ 粘 合 "为 一 个 点 后 得 到 的 集合 , 在 定义 1.5.6 中 我 
们 也 曾 说 起 过 在 一 个 集合 六 中 给 定 了 一 个 等 价 关系 RR 之 后 ,从 集 
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合 六 到 商 集 XjR 有 一 个 自然 的 投射 p:X 一 XjR, 它 是 一 个 满 射 . 
注意 到 了 这 一 点 ,下 面 引出 高 拓扑 和 商 空间 的 概念 的 方式 便 显得 
顺理成章 了 ， 

定义 3.3.1 设 (X, 术 是 一 个 拓扑 空间 , 立 是 一 个 全 合 ， 
:XY 是 一 个 满 射 .容易 验证 (请 自行 验证 )Y 的 子 集 族 

=1UCY|fA" (UEN 

是 了 的 一 个 拓扑 .我 们 称 抽 为 Y 的 (相对 于 满 射 了 而 言 的 ) 商 拓 
护 . 

容易 直接 验证 在 上 述 定义 的 条 件 下 ,Y 的 一 个 拓扑 3 是 Y 的 
座 扩 扑 当 且 仅 当 在 指 扑 空 间 ( 了 ,及 中 FCY 是 -一个 闭 集 的 充分 
必要 条 件 是 了! (FF) 是 中 的 一 个 闭 集 . 

定理 3.3.1 设 (X,9) 是 一 个 拓扑 空间 ，Y 是 一 个 集合 ， 
fX 一 了 是 一 个 满 射 . 则 

(1) 如 果 抽 是 Y 的 商 拓扑 , 则 f:X 一 Y 是 一 个 连续 映射 

(2) 加 果 贡 是 站 的 一 个 拓 失 ,使 得 对 于 这 个 括 扑 太 两 言 映射 

是 连续 的 , 则 名 己 贡 ， 

这 也 就 是 说 商 拓扑 是 使 胶 射 连续 的 最 大 的 拓 相 . 

证 明 (1) 根据 定义 自明 . 

(2) 如 果 UE 他 ,由 于 满 射 上 对 于 Y 的 拓扑 亢 而 言 连续 , 故 
f(D) 因此 UE 所 .这 证 明 革 CH， 熏 

定义 3.3,2 设 和 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ,了 ;一 了 .我 们 称 
映射 了 为 一 个 商 有 映 射 ,如 果 它 是 一 个 满 射 并 且 了 的 丘 扑 是 对 于 映 
射 三 而 言 的 商 拓 扑 - 

根据 定理 3.3.1 可 见 商 映 射 是 连续 的 .下 面 的 这 个 定理 告诉 
我 们 如 笨 利 用 商 跨 射 来 验证 一 类 映射 的 连续 性 . ， 

定理 3.3.2 设 和 ,和 2 都 是 拓扑 空间 , 且 广 X-= 了 是 一 
个 商 喘 射 . 则 映射 g:Y 一 Z 连续 当 且 仅 当 映射 g 。f :XX 一 2 连 
续 . 
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证 明 由 于 商 映 射 了 连续 , 故 当 g 连续 时 g “了 连续 . 

另 -- 方 面 , 设 g 。f 连续 . 若 W 是 Z 中 的 一 个 开 集 , 则 
(g。 了 ) '(W) 是 XX 中 的 一 个 开 集 .然而 

(go°f) '(W)=f '(g (WwW)) 

所 以 根据 商 拓扑 的 定义 g"!'( WW) 是 Y 中 的 一 个 开 集 .这 便 证 明了 
g 连续 国 

为 了 应 用 定理 3.3.2, 如 何 知 道 一 个 拓扑 空间 的 拓扑 是 相对 
于 从 男 一 个 拓扑 空间 到 它 的 一 个 满 射 而 言 的 商 拓扑 便 成 了 一 个 有 
意思 的 问题 我们 在 这 里 只 给 出 一 个 简单 的 必要 条 件 . 为 此 先 陈述 
开 上 映射 和 闭 映 射 的 定义 . 

定义 3.3.3 设 久 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 .映射 /:X 一 了 称 为 
一 个 开 了 映射 ( 闭 映 射 ), 如 果 对 于 X 中 的 任何 一 个 开 集 ( 闭 集 ) U， 
象 集 (UD) 是 了 中 的 一 个 开业 ( 闭 业 ). 

定理 3.3.3 设 久 和 YY 是 两 个 拓 提 空间 .如 果 映 射 F 和 > 立 
是 一 个 连续 的 满 射 , 并 且 是 一 个 开 映 射 ( 闭 映射 ), 则 Y 的 撕 扑 便 
是 相对 于 满 射 了 而 言 的 商 拓扑 。 

证 明 ”我们 证 明 当 六 是 开 映射 的 情形 .如 果 V 是 Y 中 的 一 
个 开 集 ,由 于 映射 了 连续 ,所 以 广 :(Y) 是 X 中 的 一 个 开 集 ,因此 
VV 是 了 中 对 于 商 拓扑 而 言 的 一 个 开 集 , 另 一 方面 ,如 果 Y 是 中 
对 于 商 拓扑 而 言 的 一 个 开 集 , 则 广 :(V) 是 X 中 的 一 个 开 集 ,由 
于 /是 一 个 开 的 满 射 ,所 以 A 了!(V))= VV 是 Y 中 的 一 个 开 集 . 
综 上 所 述 ,我 们 证 明了 Y 的 拓扑 便 是 商 拓扑 . 当 了 是 闭 映射 的 情 
形 时 ,证 明 是 类 似 的 ， 国 

定义 3.3.4 设 (X, 力 是 一 个 拓扑 空间 ,只 是 克 中 的 一 个 车 
价 关系 . 商 集 X1R 的 (相对 于 自然 的 投射 产 :X-~X1R 而 言 的 ) 商 
拓扑 天 称 为 天 | 民 的 (相对 于 等 价 关系 RR 而 言 的 ) 商 拓扑 ,拓扑 室 
间 (XIR ,天 ) 称 为 托 提 空间 (XX, 四 的 (相对 于 等 价 关系 及 而 言 的 ) 
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商 空间 

如 果 XX 是 一 个 拓扑 空间 ,R 是 X 中 的 一 个 等 价 关系 , 若 无 另 
外 的 说 明 , 我 们 总 认为 高 集 /RR 的 拓扑 是 商 拓扑 ,也 就 是 说 将 高 
集 XI1R 认 作 拓扑 空间 时 , 指 的 就 是 商 空间 . 因此 投射 p:X 一 XIR 
是 一 个 商 映射 ， 

通过 在 一 个 拓扑 空间 中 给 定 等 价 关系 的 办 法 来 得 到 商 空间 是 
构造 新 的 拓扑 空间 的 一 个 重要 手法 .下 面 给 出 若干 例子 . 

例 3.3.1 在 实数 空 何 尺 中 给 定 一 个 等 价 关 系 

RR= (zy,y)ER? | 或 者 T,yE 信 ;或 者 fy ES 

所 得 到 的 商 空间 及 /及 实际 上 便 是 由 两 个 点 构成 的 平庸 空间 . (请 
读者 自行 验证 . ) 然 而 ,明确 地 写 出 上 面 那个 等 价 关系 及 有 村 是 很 
麻 烧 的 ,我 们 经 常 采 且 一 种 较为 通俗 的 简便 说 法 ,将 这 个 商 空间 
尽 /R 说 威 是 “在 实数 空间 中 将 所 有 有 理 点 和 所 有 无 理 点 分 别 粘 合 
(或 等 同 ) 为 一 点 所 得 到 的 商 空间 ”. 

例 3.3.2 在 单位 闭 区 间 了 = [0,1] 中 给 定 一 个 等 价 关 系 

一 二 [|(z,y)EJI 或 者 I= yy 或 者 jz yj= 0 

我 们 便 得 到 了 一 个 商 空间 [0,1]1 一 .由 于 与 例 3.3.1 中 同样 的 理 
由 ,习惯 上 也 将 这 个 商 空 间 说 成 是 “在 单位 闭 区 间 了 中 烙 合 两 个 
端点 所 得 到 的 商 空间 ”. 事实 上 (参见 习题 6), 这 个 商 空间 与 单位 
圆 阅 S! 同 及 ， 

类 似 地 我 们 还 可 以 构造 出 许多 为 读者 熟悉 或 不 熟悉 的 拓扑 空 
间 - 例 如 在 单位 正方 形 = [0,1 中 将 它 的 一 对 竖 直 的 对 边 上 的 
每 一 对 具有 相同 的 第 二 个 坐标 的 点 (0,z) 和 (1,z) 烙 合 ,得 到 的 次 
空间 将 同 胚 于 一 截 “ 管 子 ” ,而 将 它 的 一 对 竖 直 的 对 边 土 的 每 一 对 
点 (0,z) 和 (1,1 一 工 ) 粘 合 得 到 的 商 空间 通常 叫做 Mobius 带 .数学 
中 许多 重要 的 对 象 如 环 面 , Clain 瓶 ,射影 平面 和 射影 空间 等 也 都 
可 以 作为 商 空间 而 给 出 ,我 们 在 此 不 做 进一步 的 介绍 . 
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1. 证 明 , 离散 空 间 ( 平 埔 空 间 ) 的 任何 一 个 商 空间 都 是 离散 空间 ( 平 良 空 
间 ). 

2. 设 X,Y 和 2 都 是 折 扑 空间 .证 明 :如 果 /:X 一 了 种 g: 了 一 2 部 是 商 
映射 , 则 g。f:X 一 Z 也 是 商 映 射 . 

3- 定义 映射 p :区 一 S! ,使 得 对 于 任何 :Ek 有 

Plt) = (pos(2nt),sin(2rt)) ES! 

证 明 :p 是 一 个 商 映 射 .提示 :事实 上 pp 是 一 个 开 上 映射 . ) 

4. 定义 映射 p:R 一 1(0,0)} 一 S', 使 得 对 于 任何 {xz,y ) 所 
昼 ~1(0,0)1 有 


工 1 
ren (FT ss 
证 明 :六 是 一 个 商 映 射 . 
5- 设 XX 和 Y 是 两 个 拓扑 空间,/:X 一 Y 是 一 个 商 喘 射 , 令 
R= lz y) ER I FL) = f(y) 
证 明 ; 
人) R 是 X 中 的 一 个 等 价 关系 ; 
(2) Y 同 胚 于 商 空间 XfR . 
6. 定义 映 射 六 :TS' ,使 得 对 于 任何 :ET 了 有 
PAE) = {cos 2rt) ,sin(2re )}E SI 
其 中 f=[0,1], 证 明 ; 
(1) p 是 满 的 连续 闭 映射 
(2) 例 3,3,2 中 的 商 空 间 JR 与 5' 赔 凸 ， 
7, 举例 说 明 商 映射 可 以 既 不 是 开 鼎 射 也 不 是 闭 映射 、 
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本 章 讨论 拓扑 空间 的 几 种 拓扑 不 变性 质 ,包括 连通 性 ,局 部 连 
通 性 和 弧 连 道 性 ,并且 涉 及 某 些 简 单 的 应 用 . 这些 拓 扑 不 变性 质 的 
研究 也 使 我 们 能 够 区 别 一 些 互 不 同 胚 的 空间 . 


$4.1 连通 空间 


我 们 先 通 过 直观 的 方式 考察 一 个 例子 .在 实数 室 间 民 中 的 两 
个 区 间 (0,1) 和 [1,2), 尽 管 它 们 互 不 相交 ,但 它们 的 并 (0,1) U[1， 
2)=(0,2) 却 是 一 个 “整体 ;而 另外 两 个 区 间 (0,1) 和 (1,2) ,它们 
的 并 (0,1)U (1,2) 是 明显 的 两 个 "部 分 ”产生 上 述 不 同情 形 的 原 
因 在 于 ,对 于 前 一 种 情形 ,区 闻 (0,1) 有 一 个 凝聚 点 1 在 [1,2) 中 ; 
而 对 于 后 一 种 情形 ,两 个 区 间 中 的 任何 一 个 都 没有 凝聚 点 在 另 一 
个 中 .我 们 通过 以 下 的 定义 ,用 术语 来 区 别 这 两 种 情形 . 

定义 4.1.1 设 和 A 和 B 是 拓 相 空间 X 中 的 两 个 子 集 . 如果 

(ANB)U(BNA)= 帮 

则 称 子 集 入 各 是 隔 商 的 ， 

明显 地 ,定义 中 的 条 件 等 价 于 4 门 吾 = g 和 BN 和 = gg 同时 
成 立 , 也 就 是 说 ,A 与 B 无 交 并 且 其 中 的 任何 一 个 不 包含 另 一 个 
的 任何 凝聚 点 . 

应 用 这 一 术语 我 们 就 可 以 说 ,在 实数 空间 及 中 , 子 集 (0,1) 和 
《1,2) 是 隔离 的 ,而 子 集 (0,1) 和 [1,2) 不 是 隔离 的 . 

又 例如 , 易 见 , 平 康 空间 中 任何 两 个 非 空子 集 都 不 是 隔离 的 ， 
而 在 离散 空间 中 任何 两 个 无 交 的 子 集 都 是 隔离 的 ， 
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定义 4.1.2 设 于 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 站 中 有 两 个 非 空 的 
隔离 子 全 入 和 如 使 得 X=ALB, 则 称 义 是 一 个 不 连通 空间 ; 否 
则 , 则 称 义 是 一 个 连通 空间 ， 

显然 ,包含 着 多 于 两 个 点 的 离散 空间 是 不 连通 空间 ,而 任何 平 
庸 空间 都 是 连通 空间 . 

定理 4.1.1 设 久 是 一 个 本 补 空间 . 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 久 是 一 个 不 连通 空间 ; 

(2) 久 中 存在 着 两 个 非 空 的 闭 子 集 A 和 日 使 得 A 门 B= 多 和 

AUB= 和 成 立 ; 

(3) X 中 存在 着 两 个 非 空 的 开 子 集 4A 和 B 使 得 4 门 了 = 她 和 

AUB=X 久 成立; 

(4) X 中 存在 着 一 个 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 - 

证 明 (1) 草 涵 (2). 设 (1) 成 立 , 令 4 和 B 是 XX 中 的 两 个 非 
空 的 隔离 子 集 使 得 AUB= ,显然 A 门 B= 多 ,并 且 这 时 我 们 有 

B=BNX 
=(BNA}U(BNB)=B 
因此 B 是 X 中 的 一 个 闭 子 集 ; 同 理 4 也 是 一 个 X 中 的 一 个 闭 子 
集 .这 证 明了 集合 A 和 B 满足 条 件 (2) 中 的 要 求 . 

2) 昔 涵 (3) ,如果 X 的 子 集 A 和 B 满足 条 件 (2) 中 的 要 求 ， 
则 由 于 这 时 有 4 = 百 和 了 =4", 易 见 4 和 B 也 满足 条 件 (3) 中 的 
要 求 . 

(3) 蕴涵 (4), 如 果 X 的 子 集 A 和 B 满足 条 件 (3) 中 的 要 求 ， 
则 易 见 A 和 B 都 是 X 中 的 弃 开 又 闭 的 非 空 真子 集 , 所 以 条 件 (4) 
成 立 . 

(4) 草 涵 (1), 设 中 有 一 个 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 A. 令 吾 
=A“. 则 4 和 日 都 是 X 中 的 非 空 的 闭 子 集 , 它 们 是 无 交 的 并 且 使 
得 AUB= XX. 易 见 两 个 无 交 的 闭 子 集 必定 是 隔 疮 的 . 因此 (1) 成 
文 ， 国 

例 4.1.1 有 理 教 集 加 作为 实数 空间 民 的 子 空间 是 一 个 不 连 


ee (~ of 中风 一 个 隋 开 又 闭 的 非 真 子 保 

定理 4.1.2 实数 空间 汉 是 一 个 连通 空间 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 定理 .假设 实数 空间 六 是 不 
连通 空间 . 则 根据 定理 4.1.1, 在 及 中 有 两 个 非 空 所 集 4 和 BB 使 
得 4 站 Br= 儿 和 4UB= 六 成 立 .任意 选取 cEA 和 和 5EB, 不 失 一 
般 性 可 没 a<5. 令 入 =Afi[a,5j 和 B=BN 站 [a,65j. 于 是 访 和 育 
是 去 中 的 其 个 非 空 闭 集 分 别 包 含 a 和 ,并 且 使 得 A 站 B= 和 
从 UB =[Ta,b] 成 立 . 集 合 记 有 上 界 5, 故 有 上 确 界 , 设 为 5. 由 于 
入 是 -个 闭 集 ,所 以 8EAA, 并 且 因 此 可 见 6<5, 因 为 6=6 将 导 
敏和 E ANB, 而 这 与 ANM= 作 矛 盾 . 因 此 (5 ,0]C 启 .由 于 央 是 

个 闭 集 ,所 以 5E 访 .这 又 导致 互信 站 广 , 也 与 站 门 广 = 他 巴 
后 ， 需 

定义 4.1.3 设立 是 拓 补 空间 X 的 一 个 子 集 .如 果 Y 作为 X 
的 子 空 间 是 一 个 连通 空间 , 则 称 了 是 X 的 一 个 连通 子 集 ; 否 则 , 称 
Y 是 美的 一 个 不 连通 子 集 ， 

拓扑 空间 X 的 子 集 Y 是 否 是 连通 的 ,按照 定义 只 与 子 空间 
YY 的 拓扑 有 关 . 因 此 ,如 果 yYCZCX, 则 YY 是 X 的 连通 子 集 当 且 
仅 当 Y 是 Z 的 连 道子 集 .这 一 点 后 面 要 经 常用 到 . 

定理 4.1.3 设 了 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 ,A,BCY. 则 
人 和 且 是 子 空间 了 中 的 隔离 子 集 当 且 仅 当 它们 是 拓 填 空间 和 中 
的 入 离子 集 , 

因此 ,Y 是 X 的 一 个 不 连通 子 集 当 且 仅 当 存在 X 中 的 两 个 非 
空 隔离 子 集 人 和 日 司 得 AUB=Y， 

证 明 ”集合 A 与 集合 B 在 Y 中 的 闭 包 之 交 等 于 集合 4 ,集合 
召 在 X 中 的 闭 包 , 以 及 集合 Y 这 三 个 集合 之 交 , 也 就 等 于 集合 A 
与 集合 B 存 X 中 的 针 包 之 交 ; 同 理 集合 B 与 集合 A 在 Y 中 的 闭 
包 之 交 等 于 集合 B 与 集合 A 在 XX 中 的 闭 包 之 交 . 因 此 根据 隔离 子 
集 的 定义 可 见 定理 的 第 一 个 论断 成 立 .定理 的 第 二 个 论断 则 根据 
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第 一 个 论断 明显 地 推出 . 加 

定理 4.1,4 设 了 是 拓扑 空间 X 中 的 一 个 连通 子 全 ,如 果 时 
中 有 隔离 子 集 4 和 BB 使 得 YCAUB, 则 或 者 了 CA, 或 者 YC 
B. 

证 明 如 上 朱 A 和 B 基 义 中 的 隔离 子 集 使 得 YCAUB, 则 

(CANYINBNYTIU (BN NATNY) 
CANYNBIU (ANYNA) 
=YnGCanB)UCBnAa))= 包 

这 说 明 4A 介 Y 和 8B 门 Y 也 是 障 离 子 集 . 然 而 
(ANY)IU(BNY)=(AUBNY=Y 

因此 根据 定理 4.1.3, 集 合 A 介 Y 和 8B8 门 Y 中 必 有 一 个 是 突 集 .如 

果 有 ANNY= 多 , 据 上 式 立 即 可 见 YCB, 如 条 B 站 Y= 多 , 则 理 可 

见 YCA.， 国 

定理 4.1.5 设 Y 是 拓扑 室 间 砚 的 一 个 连通 子 集 ,2CX 满 
足 条 件 YCZCY, 则 ZZ 也 是 X 的 一 个 连通 子 集 . 

证 明 和 假设 Z 是 XX 中 的 一 个 不 连通 子 集 .根据 定理 4.1.3， 
在 XX 中 有 非 空 隔离 子 集 A 和 B 使 得 Z=AUB. 因 此 YCAUB. 
由 于 Y 是 连通 的 ,根据 定理 4.1.4, 或 者 YCA ,或 者 YCB. 如果 
YCAh, 由 于 ZCYCA, 所 以 ZBCANB= 多 ,因此 B=2NB 
= 好 ; 周 理 如 果 了 CB, 则 A= 名. 这 两 种 情形 都 与 假设 矛盾 星 

定理 4.1.6 设 {Y,1yer 是 拓扑 空间 X 的 连通 子 集 构成 的 一 
个 子 全 族 ,如 果 人 ycr 思 天 好 , 则 cryy 是 入 的 一 个 连通 子 集 . 

证 明 设 A 和 BB 是 六 中 的 两 个 隔离 子 集 ,使 得 yerY,= A 
UB. 任 意 选 取 x€ 站 yer ,不 失 一 般 性 , 设 zE A. 对 于 每 一 个 y 
E 荆 ,由 于 yy 连通 ,根据 定理 4.1.4, 或 者 了 , 忆 A 或 者 了 ,CB; 由 
于 zxEY 们 4, 所 以 Y,CA. 这 蕴涵 着 Uyc rcY,CCA 和 B= @. 根 
据 定 理 4.1.3, 这 就 证 明了 UcnY, 是 连通 的 ， 国 

定理 4.1.7 设 Y 是 拓扑 字 间 站 中 的 一 个 子 集 , 如 本 对 于 任 
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意 x,yEY 在 在 X 中 的 一 个 连通 于 集 Y, 使 得 z,yE YCY, 则 
Y 是 六 中 的 一 个 连通 子 集 ， 

证 明 如 果 了 = 弛 ,显然 了 是 连通 的 .下 设 Y 尖 他 .任意 选 
取 a€ Y, 容 易 验 证 了 = UscerYw，, 并 且 aE 站 cry 应 用 定理 
4.1.6, 可 见 Y 是 连通 的 ， 国 

我 们 曾经 说 过 ,拓扑 学 的 中 心 任务 便 是 研究 拓扑 不 变性 质 ( 参 
见 $2,2). 所 谓 拓扑 不 变性 质 , 乃 是 为 一 个 拓扑 空间 具有 必 为 任何 
一 个 与 其 同 胚 的 拓扑 空间 所 具有 的 性 质 .事实 上 ,如 果 拓 扑 空间 的 
某 一 个 性 质 , 它 是 藉 助 于 开 集 或 者 藉 助 于 经 由 开 集 定义 的 其 它 概 
念 表达 的 , 则 此 性 质 必 然 是 拓扑 不 变性 质 . 

拓扑 空间 的 某 种 性 质 ,如 果 为 一 个 拓扑 空间 所 具有 也 必然 为 
它 在 任何 一 个 连续 映射 下 的 象 所 具有 , 则 称 这 个 性 质 是 一 个 在 连 
续 映 射 下 保持 不 变 的 性 质 .由 于 同 硅 是 连续 的 满 射 ,所 以 在 连续 映 
射 下 保持 不 变 的 性 质 必 然 是 拓扑 不 变性 质 ， 

拓扑 空间 的 某 种 性 质 , 如果 为 一 个 拓扑 空间 所 具有 也 必然 为 
它 的 任何 一 个 商 空间 所 具有 , 则 称 这 个 性 质 是 一 个 可 高 性 质 . 由 于 
拓扑 空间 到 它 的 商 空间 的 自然 的 投射 是 一 个 连续 的 满 射 ,所 以 在 
连续 映射 下 保持 不 变 的 性 质 必 然 是 可 商 性 质 ， 

以 下 定理 4.1.8 指出 ,连通 性 ( 即 一 个 拓扑 空间 是 连通 的 这 一 
性 质 ) 是 一 个 在 连续 喘 射 下 保持 不 变 的 性 质 . 因此 , 它 是 拓扑 不 变 
性 质 , 也 是 可 商 性 质 . 

定理 4.1.8 设 广 和 -了 是 从 连通 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 
一 个 连续 映射 . 则 f/(X) 是 Y 的 一 个 连通 子 集 . 

证 明 如果 f(X) 是 Y 的 一 个 不 连通 于 集 , 则 存在 Y 的 非 空 
障 离 子 集 4 和 B 使 得 /(X)=AUB. 于 是 广 (A) 和 广 :(B) 是 
X 的 非 空子 集 ,并 且 

CFA)In BYU HBINF AN) 
CFAINFIBYUC HABINF A)) 
=f (ANB)U(BNA))= 人 
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所 以 产 :(4) 和 产 !(B) 是 入 的 非 空 隔离 子 集 . 此外， 
f(AIUF HB)= f(AUB) 
=f "(F(X))=X 

这 说 明 叫 不 连通 .与 定理 假设 矛盾 ， 重 

拓扑 空间 的 某 种 性 质 P 称 为 有 限 可 积 性 质 ,如 泉 任 意 ?之 
个 拓扑 空间 Xi,X:,…,X, 都 具有 人 性质, 比 涵 着 积 空 间 XX X。 
x…XX, 也 具有 性 质 王 . 

例如 ,容易 直接 证 明 , 如 果 拓扑 空间 Xi ,X: ，…X。 都 是 离散 
空间 (平庸 空间 ), 则 积 空间 X, x X; X… x X, 也 是 离散 空间 ( 平 
庸 空间 ), 因 此 我 们 可 以 说 拓 补 空间 的 高 散 性 和 平庸 性 都 是 有 限 可 
积 性 质 . 

根据 定理 3.2.9 以 及 紧 随 其 后 的 说 明 可 见 :假设 已 知 拓扑 空 
间 的 某 一 个 性 质 P 是 一 个 拓扑 不 变性 质 , 为 了 证 明 性 质 已 是 一 个 
有 限 可 积 性 质 我 们 只 要 证 明 任 何 两 个 具有 性 质 P 的 拓扑 空间 的 
积 空间 也 是 其 有 性 质 已 的 拓扑 空间 . 

定理 4.1.9 设 Xi,X2z,…,X, 是 如 个 连通 空间 . 则 积 空间 
XI XXaX…XX, 也 是 连通 空间 

证 明 根据 前 一 段 中 的 说 明 , 我 们 只 要 对 于 ”= 2 的 情形 加 
以 证 明 . 

首先 我 们 指出 :如 果 z= (ziyza)y= (1 ,yy)EXIXX; 两 
个 点 有 一 个 坐标 相同 , 则 X, x 叉 ; 有 一 个 连通 子 集 同 时 包含 和 
由， 


不 失 一 般 性 , 设 z:= 力 ,定义 映射 赤 :X 一 XXX Xs 使 得 对 于 
任何 -z:EX2 有 (zo)= (zlyzz)- 由 于 po 上 :XX 一 XX 是 取 常 什 
zi 的 映射 ,p> 。&: :>X: 为 恒 同 映射 ,它们 都 是 连续 映射 ,其 中 
思 和 ,分 别 是 Xi xXs 到 第 1 和 第 2 个 坐标 空间 的 投射 . 因此， 
大 是 一 个 连续 映射 . 根据 定理 4,1.8,(X,) 是 连通 的 ,此 外 易 见 ， 
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&(X:)= |z1| XX; ,因此 它 同时 包含 z 和 y. 
更 在 来 证 明 , XI x X, 中 任何 两 全 点 工 = (x ,x1) 和 y= 
(wy ) 同 时 属于 Xi x X; 的 某 一 个 连通 子 集 , 这 是 因为 这 时 车 
. 令 xs(robozlEXIXxX2, 则 根据 前 段 结 论 ,可见 有 Xix X; 的 一 
个 连通 子 集 Y, 同时 包含 x 和 z, 也 有 XI x Xi 的 一 个 连通 子 集 
Y; 同时 包含 y 和 >* .由 于 = 和 YY 们 Y,, 所 以 根据 定理 4.1.6, YY 
UY, 是 连通 的 , 它 同 时 包含 工 和 >， 
于 是 应 用 定理 4.1.7 可 见 X, x X; 是 一 个 连通 空间 ， 国 
由 于 n 维 欧 氏 空间 号" 是 个 实数 空间 这 的 笛 卡 儿 积 ,而 实 
数 空间 只 又 是 一 个 连通 空间 ,所 以 应 用 这 个 定理 可 见 ,z 维 欧 氏 室 
间 吝 " 是 一 个 连通 空间 . 


习 是 


3. 设 及 和 8B 是 拓扑 空间 区 的 隔离 子 集 .证 明 ; 如 果 AlCA,B1CB, 则 
AAl 和 Bi 也 是 隔离 子 集 . 

2. 设 4 ,Ai,B1,B, 都 是 折 盾 空间 六 的 子 集 . 证明: 集合 AU Ai 和 
tiUB; 是 隔 腐 子 集 当 且 仅 当 对 于 任何 ijE :1,2| ,集合 A; 和 局 是 隔离 子 
集 . 

3. 股 和 和 了 3 是 拓扑 空间 X 的 隔离 子 集 .证 明 ; 和 如果 AUB 是 并 集 ( 闭 
集 ), 则 4 和 吾 都 是 开 集 ( 闭 集 )， 

4. 有 限 补 空 间 和 可 数 补 空间 何 时 是 连通 的 何 时 是 不 连通 的 ? 给 出 结论 
利 证 明 . 

5. 设 了 和 是 集合 的 两 个 拓扑 ,并 有 C5. 证 关 : 如 困 拓 扑 空间 (XX, 了 ) 
是 连通 的 , 则 拓扑 空间 [X ,3 ) 也 是 连通 的 . 

6. 设 和 4 是 拓扑 空间 X 的 一 个 连通 子 集 ,5B 是 X 的 -… 个 既 开 又 闭 的 集 
会, 证明: 如 果 ANB 关 多 , 则 ACB 

7. 设 苇 是 一 个 拓扑 空间 ,Y 是 X 的 一 个 子 集 .证 明 ;Y 是 不 连通 子 集 当 
且 仅 当 存 在 X 的 开 僻 ( 闲 集 )A 各 使 得 YCAUB,ANBCX-Y,AftY 
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天 各 和 BY 关 红 成 立 . 

8. 设 蕊 是 拓扑 空间 的 一 个 连通 子 集 . 证 明 :如 果 上 和 已 是 X 的 两 个 
无 变 的 开 集 ( 闭 集 ) 使 得 YCAUB, 则 或 者 YCA 或 者 YCB. 

9, 设立 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 证 明 ; 了 是 X 的 一 个 不 连通 子 集 当 
且 仅 当 太 中 存在 两 个 非 空 集合 4 和 召 使 得 YCAUB ,六 从 再 = 世 ,YfiA 关 
多 和 了 门 有 六 2 成 立 . 

10. 设 1Y, 1yer 是 拓扑 空 间 XX 的 一 个 由 过 通 子 集 构成 的 子 集 族 . 证 
明 : 姬 果 对 于 任意 a,8 科 了 ,在 指标 集 P 中 有 有 限 个 元 察 y1 = a ,7 ，…，,7。， 
14 BB, 使 得 对 于 任何 i=1,2,…,n, 集 全 Y, 和 Z 不 是 隔离 子 集 , 则 集 
合 UyerY, 是 X 的 一 个 连通 子 集 .( 春 实 上 ,定理 4.1.6 是 这 个 习题 的 特殊 情 
形 .) 

11. 说 4 是 连通 空间 X 中 的 一 个 非 室 的 真子 集 .证 明 ;3(A) 了 多 ， 

12. 设立 是 一 个 离散 空间 ,并 且 含有 不 下 一 个 点 ,证 明 : 拓 扑 空间 X 是 
连通 的 当量 仅 当 每 一 个 连续 喘 射 FX 一 站 都 是 常 值 哄 射 . 

13. 设 义 和 Y 是 两 个 拓扑 空间 ,了 :XX 一 Y 是 一 个 连续 映射 .证 明 ; 如 果 
2 是 X 的 一 个 连通 子 集 , 则 fj(Z) 是 Y 的 一 个 连 关子 集 ， 

14. 证 明 : 欧 氏 平面 民 中 所 有 至 少 有 一 个 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 的 集 
含 是 一 个 连通 子 集 - 

15. 在 欧 氏 平面 RR? 中 令 A 是 所 有 第 二 个 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 的 紫 
合 , 晴 是 所 有 第 一 个 坐标 为 的 点 构成 的 集合 .证 明 :A 是 不 连通 子 集 ,4U 
8 是 迷 通 子 和 集 . 

16. 在 歼 夺 平面 R? 中 令 

Li [xy)€ER lz- y=0) ,n=1,2," 
Jo= {1(0,y) ER |yER| 
证 明 , 对 村 任何 及 CL ,A 天 名 ,于 集 AU(U 13. L: ) 是 连通 的 . 

17, 证 明 :如 果 积 空 兽 瑟 x Xz 是 一 个 连通 空间 , 则 它 的 坐标 空间 Xi 和 
X: 都 是 连通 空间 . 

18. 设 了 和 了 都 是 折 补 空间 尺 的 子 集 ,其 中 了 是 连通 的 .证 明 ; 如 果 
ZN\Y¥ 好 和 Z 站 天 他, 则 Za(7) 天 好 ， 
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$4.2 连通 性 的 某 些 简单 应 用 


让 我 们 回忆 实数 集合 !R 中 区 间 的 精确 定义 :及 的 子 集 互 称 为 
一 个 区 间 ,如 果 它 至 少 包 含 两 个 点 ,并且 如 果 a,bEFE,a<5, 则 


有 


[a,bl=iz€ERIazrEbICE 
读者 熟知 ,实数 集合 及 中 的 区 间 共 有 以 下 九 类 ;: 
(-%,%),(a,%), La,m),(-%,a),(—%,a] 
{a,b),ta,b],[a,b), [a,b] 
因为 ,一 方面 以 上 九 类 集合 中 的 每 一 个 显然 都 是 区 间 ; 另 一 方面 ， 
如 果 CC 民 是 一 个 区 间 , 可 视 EE 有 无 上 (下 ) 界 .以 及 在 有 上 (下 》 
界 的 情形 下 视 其 上 (下 ) 确 界 是 否 属 于 已 ,而 将 E 归 人 以 上 九 类 之 

在 定理 4.1.2 中 我 们 证 明了 实数 空间 六 是 一 个 连通 空间 . 由 
于 区 间 (a ,0),( 一品,a) 和 (a ,65) 都 同 胜 于 恨 (请 读者 自己 写 出 
必要 的 同 胚 映 射 ), 所 以 这 些 区 间 也 都 是 连通 的 ;由 于 

(a,%)=[a,%),(~%,a)=(~%,a] 
Ca,b)CLa,b)C[La, bj,la,b) Cta,blClea,b] 
根据 定理 4.1.5 可 见 区 间 [a,%), (一品 ,aj,[a,5b),(a,8] 和 
La v&] 都 是 连通 的 . 

另 一 方面 ,假设 已 是 只 的 一 个 子 集 ,并 且 它 包含 着 不 少 于 两 
个 点 .如 果 三 不 是 一 个 区 间 , 则 存在 a ,bER ,a<5, 使 得 [4,5] 
久 E, 也 就 是 说 ,存在 a<。<<& 使 得 。 阁下 ;从 而 ,车 令 

A=(- oONE,B=(c, NE 
则 可 免 4 和 B 都 是 E 的 非 空 开 集 ,并 且 有 AUB= 玉 和 ANB= 
人 好 ,因此 五 不 连通 . 
综合 以 上 两 个 方面 ,我 们 已 经 证 明了 : 
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定理 4.2.1 设 玉 是 实数 空间 尽 的 一 个 子 集 . 互 是 包 全 着 不 
少 于 两 个 点 的 一 个 连通 子 全 当 且 仅 当 五 是 一 个 区 间 . 图 

定理 4.2.2 设 久 是 一 个 连通 空间 ,了 :多 一 代 是 一 个 连续 映 
射 . 则 f( 外 ) 是 尺 中 的 一 个 区 间 . 

因此 ,如 果 工 ,yEE XX, 则 对 于 f(z) 与 f(y) 之 间 的 任何 一 个 实 
数 z 即 当 fz)<f(y) 时 ,f(x)} tf y); 当 f(y) 才 f(x) 时 ， 
fly) 志 1 太 1(I)), 友 在 zEX 使 得 f(z)=. 

证 明 ”这 个 定理 的 第 一 段 是 定理 4.1.8 和 定理 4.2.1 的 明显 
推论 , 以 下 证 明 第 二 侦 . 设 x,y€ 及 ,如果 f(z)= 了 (y), 则 没有 什 
么 要 证 明 的 .现在 设 FA(z) 天 jy7), 并 且 不 失 一 般 性 , 设 f(x)<< 
A). 由 于 A(X) 是 一 个 区 间 , 所 以 [了 xz), f(y)] 己 A(X). 因 此 对 
于 任何 1,f(z)t 信 f(y), 有 iEF(X), 所 以 存在 zEX 使 得 
f(z)=t.， 四 

根据 定理 4.2.2, 立 即 可 以 推出 数学 分 析 中 的 介 值 定理 和 不 
动 点 定理 . 

定理 4.2.3 【[ 介 值 定理 ] 设 f:[a.,651-> 民 是 从 闲 区 间 [a,b] 
到 实数 空间 及 的 一 个 连续 映射 . 别 对 于 F(a) 与 f(5) 之 同 的 任何 
一 个 实数 了 ,存在 zELa,5] 使 得 f(z)=r， 矿 

定理 4.2.4 [不 动 点 定理 ] 设 了 :[0,1]~[0,1] 是 一 个 连续 虹 
射 , 则 存在 全 [0,1] 使 得 f(z=》= =， 

证 明 如 果 ./(0) =0 或 者 f(1)=1, 则 定理 显然 成 立 .下 设 
0)>0 和 fF(1)<<1. 定 义 映 射 下 :1[0,1] 一 虹 使 得 对 于 任何 x 
[0,1] 有 F(z)=z -f(x). 容 易 验证 下 是 一 个 连续 映射 ,并 且 这 
时 有 FF(0)<0 和 FF(1)>0. 因 此 根据 介 和 值 定理 可 见 存在 z€ [0， 
1] 使 得 F(zx)=0, 即 f(z)=z， 轩 

容易 证 明 欧 氏 平面 有 * 中 的 单位 圆 局 SI = {x ,y) EER? | zx? 
t+ 二 1} 是 连通 的 .这 是 因为 如 果 定 义 映射 请 及 一 有 2 使 得 对 于 
任意 :ER 及 有 f(t) = (cos2xz,sin2xt)€ S! , 则 易于 验证 是 一 个 
连续 映射 ,并 且 f( 及 )= S! .因此 S! 是 连通 空间 吕 在 一 个 连续 映 
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射 下 的 象 ,所 以 它 是 连通 的 ， 

设 z=(zriyrz) 和 ES 点 -zs=( 一 zi 一 zi)ESI 称 为 点 
的 对 径 点 .映射 >: S'S! 使 得 任何 zxE SI 有 rz)= 一 工 , 称 为 
对 径 映 射 . 对 径 映 射 是 -个 连续 映射 ,因为 它 是 欧 迁 平面 及 : 到 自 
身 的 反射 1:R* 一 良 ? 在 单位 区 局 上 的 限制 .其 中 ,映射 ! 定义 为 
对 于 任何 x = (zi,z2)E 议 ? 有 x)= 一 z=(~ zi, 一 zs), 容 易 
验证 (请 读者 自行 验证 ) 是 一 个 连续 映射 . 

定理 4.2.5 [Borsuk 一 Ulam 定理 ] 设 六 Si 一 民 是 一 个 连续 
映射 . 则 在 S' 中 存在 一 对 对 径 点 工 和 - 工 ,使 得 (x)= 了 (一 x+). 

证 明 定义 映射 请:S!-* 巡 使 得 对 于 任何 x€E Si! 有 F(z)= 
fz) 一 六 一 zx). 容易 证 明 下 是 一 个 连续 映射 , (请 读者 自 补 证 明 》 
如 果 存 在 a€ S! 使 得 fia) 关 f(a), 则 所 (a) 与 F(~ a) 是 具有 
相反 的 符号 的 两 个 非 0 实数 .所 以 根据 定理 4.2.2, 存 在 xzE 5! 使 
得 F(z)=0, 即 f(z)=f(-x})， 医 

我 们 已 经 知道 n 维 欧 氏 空间 有 R* 是 连通 空间 ,下 面 进一步 指 


出 ; 
定理 4.2.6 n>1 维 欧 氏 空 间 民 " 的 子 集 奴 " 一 Dj 是 一 个 连 

通 子 集 , 其 中 0=(0,0,…,0)EiR”*， 

证 明 我 们 只 证 明 n=2 的 情形 .根据 定理 4,4,9, 妨 * 中 的 子 
集 (- ,0)x 及 和 (0,co)Xx 录 都 是 连通 的 .由 于 
所 以 根据 定理 4.1.5, 肌 * 中 的 子 集 A4=[0,%)x 汇 一 01 是 连 道 
的 ; 同 理 , 子 集 B={- ,0]x -~ 0 也 是 连通 的 .由 于 ANB 关 
多 以 及 AUB= 良 一 01 ,所 以 根据 定理 4.1.6 可 见 , 民 : 一 0} 是 
连通 的 . 

一 般 情形 的 证 明 类 似 ,请 读者 自行 补 证 ， 国 

定理 4.2.6 可 以 得 到 进一步 的 改善 . (参见 习题 第 4 题 . ) 

定理 4,2,7 菊 氏 平面 RR* 和 实数 空间 及 不 同 胚 . 

证 明 ”假设 及 ? 与 及 同 胚 ,并 且 设 p: 及 * -> 六 是 一 个 同 胚 . 因 
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此 对 于 和 连续 映射 


p= pe KR ~ {0I™>R 

我 们 有 ( 祝 * 一 101)= 尽 一 {9 人 0) |. 但 根据 定理 4.2.6,&? - 10 
是 连通 的 ,而 根据 定理 4.2.1, 芭 -1p(0)} 是 不 连通 的 ,这 和 与 定理 
4.1.8 开征 ， 医 

定理 4.2.7 给 出 了 利用 拓扑 不 变性 质 判定 两 个 空间 不 同 胚 的 
第 一 个 实例 

定理 4.2.4, 定 理 4.2.5 和 定理 4.2.7 尽管 简单 但 确 有 意思 ， 
特别 是 这 儿 个 定理 都 有 高 维 " 版 本 ” ,我们 分 别 趴 述 如 下 : 

定理 4.2.8 [Brouwer 不 动 点 定理 ] 设 f:D"->D" 是 一 个 连 
续 映 射 ,其 中 D7 是 维 球 体 . 别 存在 zE D" 使 得 F(s)= =， 

定理 4.2.9 【Borsuk ~- Ulam 定理 ] 设 f:S" 一 jt' 是 一 个 连续 
映射 ,其 中 % 之 1, 旧 让 在 xE Sr 使 得 f(z)=f( 一 工 )- 

定理 4.2.10 如 果 nn 取 7 , 则 欧 反 空间 民 " 和 有 &' 不 同 豚 . 

这 些 定理 的 证 明 ( 除 去 我 们 已 经 证 明 过 的 情形 ) 一 般 都 需要 代 
数 拓 扑 知识 ,例如 同调 论 或 同 伦 论 ,请 参阅 有 关 的 专门 书籍 . 


习 题 


1, 将 实数 空间 吕 中 的 所 有 区 间 进 行 同 吓 分 类 ,使 得 属于 后 -类 的 任何 
两 个 区 间 同 胚 ,不 同类 指 两 个 区 间 不 局 胚 .这 种 区 间 的 同 是 类 -共有 多 少 个 ? 

2. 证 明 : n>1 维 球面 5" , 开 球体 D7" , 闭 球体 FF , 开 方 体 (a ,5)", 闭 方 
体 [a,51"《 有 关 定 义 见 2.1) 都 是 连通 的 . 

3. 还 明 ;z>Z>2 维 欧 氏 空间 及 * 入 之 1 维 球面 9" 都 不 能 崩 人 到 实数 空 
间 玉 中 去 . 

4. 设 人 是 mn322 维 殉 氏 空间 入 " 的 一 个 可 数 子 集 , 话 明 :R， -.A 是 连 道 
的 ， 

5, 设 4 是 2 维 球 曾 5" 的 一 个 可 数 子 集 , 证 明 :S" ~ A 是 连通 的 . 

56. 设 让 一 内 是 一 个 连续 映射 .证 明 ; 在 谨 中 最 多 存在 2 个 点 , 它 的 了 
原 象 是 非 空 的 可 数 集 . 
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7, 设 后 SS! 是 -个 同 厌 ,满足 条 件 :对 于 任何 x& S! 有 (多 x))= 
工 .证 明 : 对 于 任何 一 个 连续 映射 f: S' > 民 ,存在 点 zE S' 使 得 f(z) = 
作 #(z)).( 这 个 结论 加 强 了 定理 4.2.5.》 


84.3 连通 分 支 


从 前 面 两 节 中 的 内 容 可 以 看 出 ,知道 一 个 拓扑 空间 是 否 连通 
给 我 们 处 理 一 些 问 题 带 来 很 大 的 方便 . 这 导致 我 们 去 考察 一 个 我 
们 并 不 知道 是 否 连 通 的 拓扑 空间 中 的 “最 大 "连通 子 集 ( 即 连通 分 
支 ). 

定义 4.3.1 设 久 是 一 个 拓 相 空间 ,z,yEX. 如 果 久 中 有 
一 个 连通 子 集 同时 包含 zx 和 yy, 我 们 则 称 点 x 和 y 是 连通 的 . 

根据 定义 可 见 ,如 果 xz,y,z 都 是 拓扑 空间 X 中 的 点 , 则 

(1) xz 和 xz 连通 {因为 每 一 个 单 点 集 都 是 连通 子 集 ); 

(2) 如 果 和 ?连通 , 则 y 和 x 也 连通 ;( 显 然 》 

(3) 如 果 xz 和 连通 ,并 且 y 和 = 连通 , 则 zx 和 xz 连通 . 
(这 是 因为 ,这 时 存在 X 中 的 连通 子 集 4 和 B 使 得 z,yE A 和 3， 
zx 生日. 从 而 由 于 yEA 站 B 可 见 A UB 连通 ,并 且 z,zE€AUB. 
因此 xz 和 z 连通 .) 

以 上 结论 归结 为 ,拓扑 空间 中 点 的 连通 关系 是 一 个 等 价 关系 . 

定义 4.3.2 设 和 是 一 个 拓扑 空间 .对 于 克 中 的 点 的 连通 关 
系 而 言 的 每 一 个 等 价 类 称 为 拓扑 空间 X 的 一 个 连通 分 支 ， 

如 果 Y 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 了 作为 区 的 于 空间 的 每 
一 个 连通 分 支 称 为 X 的 子 集 Y 的 一 个 连通 分 支 . 

拓扑 空间 X 天 多 的 每 一 个 连通 分 支 都 不 是 空 集 ;X 的 不 同 的 
连通 分 支 无 交 ; 以 及 愉 的 所 有 连通 分 支 之 并 便 是 X 本 身 .此 外 ， 
工 ,yEXX 属 于 X 的 同一 个 连 道 分 支 当 且 仅 当 zx 和 连通 . 

拓扑 空间 X 的 子 集 A 中 的 两 个 点 xz 和 y 属于 4 的 同一 个 连 


&4.3 连通 分 支 123 


通 分 支 当 且 仅 当 A 有 一 个 连通 子 集 同时 包含 点 zx 和 . 

定理 4.3.1 设 X 是 一 个 拓 盾 空间 ,C 是 拓扑 空间 X 的 一 个 
连通 分 支 . 则 

(1) 如 果 了 是 X 的 一 个 连通 予 集 ,并 且 了 门 C 关 多, 则 了 CC 

C3 

(2) C 是 一 个 连通 子 集 ; 

{3) C 是 一 个 闭 集 . 

本 定理 中 的 条 件 (1) 和 (2) 说 明 , 拓 扑 空间 的 每 一 个 连通 分 支 
都 是 大 的 一 个 最 大 的 连通 子 集 . 

证 明 (1) 任 意 选取 xwE YN C. 对 于 任何 yE Y 出 于 x 和 yy 
连通 , 故 y€C. 这 证 明 YCC. 

(2) 对 于 任何 xz,y€ C, 根 据 定义 可 见 , 存 在 XX 的 一 个 连通 子 
集 Yu 使 得 zyE YY, .显然 了 , 门 C 关 名 , 故 根据 (1), ywCC. 应 
用 定理 4.1.7 可 知 ,C 是 连通 的 . 

(3) 由 于 C 连通 ,根据 定理 4.1.5,CG 连 通 . 显 然 ,G 门 C= CC 天 
多 .所 以 根据 (1),CCC. 因 此 C=C. 从 而 C 是 一 个 闭 集 、 加 

但 是 ,一 般 说 来 连通 分 支 可 以 不 是 开 集 . 例 如 考 虚 有 理 数 集 四 
(作为 实数 空间 发 的 子 空间 ). 设 xz,y€ 仍 ,xz 闫 y. 不 失 一 般 性 , 设 
工 扫 y, 如 果 朋 的 一 个 子 集 五 同时 包含 + 和 yy, 令 A=(-o%,r) 们 
所 和 下 =(r,co) 门 王 ,其 中 > 是 尾 何 一 个 无 理 数 ,z<r<y. 此 时 
易 见 A 和 吾 都 是 急 的 非 空 开 集 ,并 且 瑟 =4UB. 因 此 五 不 连通 . 
以 上 论述 说 明 巨 中 任何 一 个 包含 着 多 于 两 个 点 的 集合 都 是 不 连 
通 的 ,也 就 是 说 ,名 的 连通 分 支部 是 单 点 集 .然而 易 见 网 中 的 每 一 
个 单 点 集 都 不 是 开 集 . 


习 题 


1. 设 尖 是 一 个 拓扑 空间 ,z,3 拭 苞 是 连通 的 .证 明 : 如 果 互 是 一 个 既 开 
又 闭 的 子 集 , 则 或 者 z,yE 玉 或 者 z,y 企 卫 《 此 命题 的 着 命 是 不 成 立 , 兄 下 
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题 . 
Y= 0 2 


Y=( My,0),00,0] 


(注意 ,本 题 中 [0,5 表示 闭 区 间 ,而 (0,0) 和 (0,1) 却 表示 号 中 的 点 ,) 证 明 ; 
(1) 单 点 集 !(0,0); 和 1(0,1 站 都 是 的 连通 分 支 ,因此 点 (0,0) 和 和 (0,1) 
不 是 连通 的 ; 
{2) 如 果 巨 是 Y 的 一 个 既 开 又 闭 的 子 集 , 则 点 (0,0) 和 (0.1) 或 者 词 时 
访 于 或 者 同时 不 属于 EE. 
3. 证 明 : 一 个 哲 扑 空间 的 任何 一 个 既 开 又 财 的 连通 和 子 集 必定 是 这 个 拓 
站 空间 的 一 个 连通 分 支 . 
4, 设 拓扑 空间 X 只 有 有 限 个 连通 分 支 ,证 明 :X 的 每 一 个 连通 分 支 都 
是 天 的 既 开 又 闭 的 子 集 . 
5, 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,GCX 是 一 个 开 集 , 卫 是 台 的 一 个 连通 分 支 . 
证 明 ,a(E)c=a(G)， 
6. 设 改 是 一 个 拓扑 空间 ,GCCX 是 一 个 连通 开 集 .证 明 :G 是 X 一 9(G) 
的 一 个 连通 分 支 ， 
7. 设 和 和 工 是 两 个 拓扑 空间 , 分 别 记 zx 扣 和 和 3 拓 了 在 拓扑 空间 怀 和 
工 中 所 属 的 迪 通 分 支 为 C(z) 和 | P(y) .说 广 X% > 站 是 一 个 连续 帆 射 .定义 喘 
射 
FiiCtz) lrEXI=>ID(y)|yE rr 
使 得 对 于 任何 zE€, 了 (Cr))=D(F(z)), 证 明 ，; 
(1) 喘 射 了 的 定义 是 合理 的 , 即 如 果 x1 ,zzEX 使 每 CUz= Clza)， 
则 D(fF(z)) = D(C)); 
(2) 如 果 了 古 一 个 周 胚 , 则 了 是 一 个 一 -映射 - 
8. 在 欧 氏 平面 R* 中 令 Y={(0,y)€ER? Iy€ERIUI(r,0) ER 1z€ 
民 证明,Y 与 实数 空间 及 不 同 胚 . 


$4.4 局 部 连通 空间 


引进 新 的 概念 之 前 ,我 们 先 来 考察 一 个 例子 
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例 4.4.1 在 网 氏 平 床 R? 中 令 S= | (zysn 了 )iz€ (0,1]i 
和 全 二 101xi-1,1]. 其 中 S 被 称 作 拓 扑 学 家 的 正弦 曲线 , 它 是 
区 商 (0,1] 在 一 个 连续 映射 下 的 象 ,因此 是 连通 的 .此 外 ,也 容易 验 
证 35=SUT, 因 此 S$S, = SUT 了 也 蚌 连 通 的 ,尽管 如 此 ,倘若 我 们 
查看 5S, 中 的 点 ,容易 发 现 它们 明显 地 分 为 沽 类 :S 中 的 每 一 个 点 
的 性 何 一 个 “ 较 小 的 " 邻 域 中 都 包含 着 一 个 连通 的 邻 域 ,而 了 中 的 
每 一 个 点 的 任何 一 个 邻 域 都 是 不 连通 的 .我们 用 以 下 的 术语 将 这 
两 个 类 型 的 点 区 别 开 来 . 

定义 4.4.1 设 久 是 一 个 拓扑 空间 ,xzEX. 如 果 工 的 每 一 个 
邻 域 口 中 都 包含 着 x 的 某 一 个 连通 的 健 域 六 , 则 称 拓扑 空间 X 在 
点 x 处 是 局 部 连通 的 、 

如 果 孝 执 空 间 多 在 它 的 每 一 个 点 处 都 是 局 部 连通 的 , 则 称 XX 
是 一 个 局 部 连通 空间 . 

问 到 例 4.4.1 中 所 定义 的 拓扑 空间 Si . 容易 证 明 , S, 在 其 属 
于 8 的 每 一 个 点 处 是 局 部 连通 的 ,而 在 其 属于 了 的 每 一 个 点 处 都 
不 是 局 部 连通 的 . 也 因此 ,尽管 S| 是 一 个 连通 空间 ,但 它 却 不 是 
一 个 局 部 连通 的 空间 . 

局 部 连通 的 拓扑 空间 也 不 必 是 连通 的 ,例如 ,每 一 个 离散 空间 
都 是 局 部 连通 空间 ,但 包含 着 多 于 两 个 点 的 离散 空间 却 不 是 连通 
空间 ,又 例 如 ,n 维 欧 氏 空 间 民 * 的 任何 一 个 开 子 空间 都 是 局 部 连 
通 的 (这 是 因为 每 一 个 妹 形 邻 域 都 同 胚 于 整个 欧 碟 空间 忌 " ,因而 
是 潍 通 的 ), 特 别 , 欧 氏 空间 民 " 本 身 是 局 部 连通 的 . 另 一 方面 , 欧 氏 
中 由 两 个 无 交 的 非 空 开 集 的 并 作为 子 空间 就 一 定 不 是 过 
蜗 的 (请 读者 自己 证 明 ). 

此 外 根据 定义 立即 可 见 : 拓 扑 空间 X 在 点 :x EX 处 是 局 部 连 
通 的 当 昌 仪 当 xz 的 所 有 连通 邻 域 构成 点 * 处 的 -个 邻 域 基 . 

定理 4.4.1 设 六 是 一 个 拓 补 空间 . 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) XX 是 一 个 局 部 连通 空间 ; 
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《2) X 的 任何 一 个 开 集 的 任何 一 个 连通 分 支 都 是 开 集 ; 

(3) X 有 一 个 基 , 它 的 每 一 个 元 素 都 是 连通 的 、 

证 明 (1) 益 涵 (2). 设 C 是 XX 的 一 个 开 集 U 的 一 个 连通 分 
支 .如 果 zEC, 由 于 杂 是 z 的 一 个 邻 域 , 所 以 当 (1) 成 立时 zx 有 
一 个 连通 邻 域 V 包含 于 已 . 又 由 于 V 门 C 包含 着 点 x 所 以 不 是 空 
集 , 根 据 定理 4.3.1 可 见 VCC. 因 此 避 是 点 x 的 一 个 邻 域 .这 证 
明 C 是 属于 它 的 任何 一 个 点 xz 的 邻 域 ,因此 C 是 一 个 开 集 . 

2) 蕴涵 (3). 若 (2) 成 立 , 则 X 的 所 有 开 集 的 所 有 连通 分 支 
(它们 都 是 开 集 ) 构 成 的 集 族 ,由 于 每 一 个 集合 是 它 的 所 有 连通 分 
支 之 并 , 恰 是 X 的 一 个 基 . 

(3) 蕴涵 (1). 显 然 ， 重 

我 们 常用 到 定理 4.4.1 的 一 个 推论 :局 部 连通 空间 的 每 一 个 
连通 分 支 都 是 开 集 . 

定理 4.4.2 设 和 和 了 都 是 拓扑 空间 ,其 中 X 是 局 部 连通 
的 .又 设 了 XY 是 一 个 连续 开 映 射 . 则 /( 义 ) 是 一 个 局 部 连通 实 
闻 . 


证 明 根据 定理 4.4.1, 可 设 多 是 X 的 一 个 基 , 其 中 的 每 一 
个 元 素 都 是 连通 的 . 对 于 每 一 个 BE9, 集 合 /(B) 是 连通 的 ,并 且 
自 于 了 是 一 个 开 瞎 射 ,f(B) 是 Y 中 的 一 个 开 集 ,因此 也 是 A(X) 
的 一 个 开 集 . 这 证 明 集 族 甸 = 17(B)| BE | 是 一 个 由 了 (X) 的 连 
通 开 集 构成 的 族 .我 们 指出 备 是 A(X) 的 一 个 基 , 这 是 因为 ,如 果 
可 是 (XO) 中 的 一 个 开 集 , 则 广 !(D) 是 X 中 的 一 个 开 集 ,因此 存 
在 六 C8 使得 f"1(U)= Usea B, 于 是 

0=70 (U0) = HB) 

是 华中 某 苑 素 之 并 .于 是 根据 定理 4.4.1 可 知 /《X) 是 房 部 连 
通 的 ， 届 

根据 定理 4.4.2 易 见 ,拓扑 空间 的 局 部 连通 性 是 一 个 拓扑 不 
变性 质 . 
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定理 4.4.3 设 XI ,X2，…,X 是 1 六 1 个 局 部 连通 空间 . 则 
积 空间 XI X XX X … XXX, 也 是 局 部 连通 空间 . 

证 明 ”我 们 只 要 对 n =2 的 情形 给 出 证 明 ( 参 见 84.1). 

根据 定理 4.4.1 可 设 多 和 多 分 别 是 Xi 和 X 的 基 , 它 们 的 
元 素 分 别 是 XX: 和 X 的 连通 开 集 .根据 定理 3.2.4, 集 族 甸 = | B， 
XBz|BiE 光 ,Bie 角 | 是 积 空间 X 的 一 个 基 . 对 于 任何 BE& | 
和 BsE 声 ,由 于 它们 都 是 连通 的 ,所 以 根据 定理 4.1.9, 集 合 B， 
x 8, 也 是 连通 的 . 因此 积 空间 X 有 一 个 基 多 ,其 每 一 个 元 素 都 是 
连通 的 . 根据 定理 4.4.1, 积 空间 XX 是 一 个 局 部 连通 空间 ， 者 

应 用 这 些 定理 ,有 些 事情 说 起 来 就 会 简单 得 多 . 例如 ,实数 空 
间 尽 由 平 所 有 的 开 区 间 构 成 它 的 一 个 基 , 所 以 它 是 局 部 连通 的 ; 
维 欧 氏 空间 及 " 蚌 n 个 下 的 积 空间 ,所 以 它 也 是 局 部 连通 的 . 当然 
这 些 事情 我 们 早 就 知道 了 . 


习 是 


1, 设 XX 是 一 个 拓扑 空间 .证 明 :X 是 局 部 连 冯 空间 当 且 仅 当 如 果 xEX 
并 且 UU 是 的 一 个 邻 域 , 则 U 的 包含 的 连通 分 支 是 zx 的 一 个 分 域 . 

2. 证 明 :任何 一 个 有 限 补 空间 和 任何 一 个 可 数 补 空间 都 是 局 部 连通 空 
闻 . 

3. 证 明 :局 部 连通 空间 的 任何 一 个 开 集 作为 子 空间 是 一 个 局 部 连通 空 
间 、 


$4.5 道路 连通 空间 


较 之 于 连通 空间 的 概念 .道路 连通 空间 这 个 概念 似 觉 更 符合 
我 们 的 直 党 因而 易于 理解 些 . 我 们 先 定义 “道路 ”， 
定义 4.5.1 设 美 是 一 个 拓扑 空间 .从 单位 闵 区 间 [0,1] 到 
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美的 每 一 个 连续 映射 请 [0,1]->X 叫做 大 中 的 一 条 道路 ,并 且 此 
时 (0) 和 F(1) 分 别称 为 道路 /的 起 点 和 终点 . 当 x+* (0) 和 
=J1) 时 , 称 上 是 时 中 从 工 到 y 的 一 条 道路 .起 点 和 终点 相同 的 
道路 称 为 闭路 ,并 且 这 时 , 它 的 起 点 (也 是 它 的 终点 ) 称 为 闭路 的 基 
点 . 

如 果 了 是 X 中 的 一 条 道路 , 则 道路 /的 象 集 f([0,1]) 称 为 % 
中 的 一 条 曲线 或 弧 , 并 且 这 时 道路 三 的 起 点 和 终点 也 分 别称 为 曲 
线 X[0,1]) 的 起 点 和 和 终点- 

或 许 应 当 提醒 读者 “道路 "这 个 词 在 这 里 所 表达 的 意思 已经 
与 我 们 对 它 原 有 的 理解 占有 不 同 ,希望 读者 不 要 因此 而 混淆 了 我 
们 在 这 里 严格 定义 的 道路 和 曲线 这 两 个 不 同 的 概念 ， 

定义 4.5-2 设 和 是 一 个 拓扑 空间 . 如 果 对 于 任何 蒂 ,y， 存 
在 着 多 中 的 一 条 从 工 到 y 的 道路 (或 光线 ) ,我 们 旭 称 X 是 一 个 道 
路 连通 空间 . X 中 的 一 个 子 集 Y 称 为 X 中 的 一 个 道路 连通 子 集 ， 
如 果 它 作为 X 的 子 空间 是 一 个 道路 连通 空间 - 

实数 空间 及 是 道路 连通 的 .这 是 因为 如 果 xy 所 上 , 则 连续 映 
射 f;[0,1]-> 朗 定义 为 对 于 任何 zE[50,1J] 有 f(z)=x+t(y- 
工 ) ;, 便 是 及 中 的 一 条 以 z 为 起 点 以 y 为 终点 的 道路 .也 容易 验证 
任何 一 个 区 局 都 是 道路 连通 的 

定理 4.5.1 如果 拓扑 空间 多 是 一 个 道路 连通 空间 , 则 X 必 
然 是 一 个 连通 空间 ，。 ， 

证 明 对 于 和 任何 x,yE€ ,由 于 X 道路 连通 , 故 存在 内 > 到 
3 的 一 条 道路 广 [0.1]->X .这 时 曲线 f([0,11), 作 为 连通 空间 
[0, 1 在 连续 映射 下 的 象 ,是 X 中 的 一 个 连 还 子 集 , 并 县 我们 有 
2z3E f([0,1]). 因 此 根据 定理 4.1.7 可 网 多 是 一 个 连通 空间 . 

国 

连通 空间 可 以 不 是 道路 过 通 的 . 我 们 已 经 指出 例 4.4.1 中 的 
Si 是 一 个 连通 空间 .不 难 证 明 ( 留 作 习 题 , 见 习题 第 3 题 ) 它 不 是 
道路 连通 的 . 
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道路 连 租 与 局 部 连通 之 间 更 没有 必然 的 蕴涵 关系 ,例如 离 艇 
空间 都 是 局 部 连通 的 ,然而 包含 着 多 于 两 个 点 的 离散 空间 不 是 连 
透 空间 , 当然 也 就 不 是 道路 连通 空间 了 . 

定理 4.5.2 设 导 和 Y 是 两 个 拓扑 空 闻 ,其 中 磋 是 道路 连通 
的 ,f: 久 一 Y 是 一 个 连续 映射 . 则 关 X) 是 道路 连通 的 . 

证 明 设 y ,ye F(X). 任 意 选取 xz,zE€ 交 使 得 f(zx1)= 
Yi 和信 x;) = 由 于 多 是 道路 连通 的 , 喜 X 中 有 从 x 到 zz 的 
一 条 道路 g:[0,1j->XX. 易 见 ,映射 :[0,1] 一 所 X), 定 义 为 对 于 
任意 1E『0,1] 有 h(t)= fog(1), 是 A(X) 中 从 vy 到 vy, 的 一 条 
道路 .这 证 明 /(X) 是 道路 连通 的 ， 国 

根据 定理 4,5.2 可 见 , 空 间 的 道路 连通 性 是 -- 个 拓扑 不 变性 
质 ,也 是 一 -个 可 商 性 质 . 

定理 4.5.3 设 多 ,，X，,*…,X, 是 n 之 1 个 道路 连通 空间 . 刚 
积 空间 XI X XX … XX, 也 是 道路 连通 空间 . 

证 明 我 全 只 需要 对 n =2 的 情形 加 以 证 明 . (参见 4.1.) 
说 rz=( 人 (rrahy=fty JEXXX 对 于 1=12, 由 于 扣 是 
道路 连通 空间 , 故 在 Xi 中 有 从 x 到 的 一 条 道路 所 :0,4i 
-XX; .定义 映射 了 :[0,1]>X, x X;, 使 得 对 于 任何 :Ef0,1] 有 
fA(2)=( 所 (7) ,1(5)), 容 易 验 证 {应 用 定理 3,2.7) 了 是 连续 的 . 
并 且 有 A(0)=x 和 f(1)=y. 这 也 就 是 说 是 XX; x XX 由 从 工 到 
y 的 一 条 道路 .这 证 明 Xi x X; 是 一 个 道路 连通 空间 图 

作为 定理 4.5.3 的 一 个 直接 的 推论 立即 可 见 ;n 维 欧 氏 空间 
六 "是 一 个 道路 连通 空间 . (这 个 结论 也 容易 直 搓 验证 . ) 

为 了 今后 的 需要 我 们 证 明 以 下 引 理 . 

定理 4.5.4 【[ 黏 结 引 理 ] 设 A 和 日 是 拓 直 空间 X 中 的 两 个 
开 集 ( 冰 集 ), 并 且 有 X=A 呈 至 .又 设 耻 是 一 个 拓扑 空间 , 户 : 4- 
Y 和 所 :8>Y 是 两 个 连续 映射 ,满足 条 件 : 
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fuana = falans 
定义 映射 产 X- 允 使 得 对 于 任何 工 GX， 
f(x) 如 果 zEA 
0-105 如 果 zEB 
划 是 一 个 连续 映射 . 
证 明 首先 注意 ,由 于 fiians = Pana ;映射 了 的 定义 是 确切 
的 .因为 当 x€EANB 时 ,有 (x)=f(z). 
其 次 ,我 们 有 :对 于 Y 的 任何 一 个 子 集 Z 有 
fF (2)=F (2)U F(Z) 
这 是 由 于 包 '(2)= /1(Z) 站 A 和 fi (2Z)=f"1(Z)NmB. 
现在 设 U 是 Y 的 一 个 开 集 . 由 于 及 和 fs 都 连续 ,所 以 
以 口 ) 和 所 1\《U) 分 别 是 A 和 B 的 开 集 .然而 A 和 B 都 是 X 的 
开 集 ,所 以 fr" (DU) 和 fi'( 口 ) 也 都 是 XX 的 开 集 .因此 f"(U)= 
六 (DD)U fi!(U) 是 的 一 个 开 集 .这 便 证 明了 /是 一 个 连续 映 
射 . 
当 4 和 昌都 是 X 的 团 集 时 ,证 明 是 完全 类 似 的 . 国 
我 们 现在 按 建 立 连 通 分 支 概念 完全 类 似 的 方式 建立 道路 连通 
分 支 的 概念 . 
定义 4.5.3 设 久 是 一 个 丘 扩 空间 ,z,yEX, 如 果 恩 中 有 
一 条 从 工 到 y 的 道路 ,我 们 则 称 点 zx 和 是 道路 连通 的 . 
根据 定义 可 见 , 如 果 <,y，,z 都 是 拓扑 空间 XX 中 的 点 , 则 
{1) zx 和 xz 道路 连通 ; (因为 取 常 值 x 的 映射 f:[0,1] 一 久 ( 它 
必然 是 连续 的 ) 便 是 一 条 从 x 到 的 道路 , ) 
(2) 如 果 zz 和 yy 连通, 则 y 和 xz 也 连通 ;( 设 f: [0,1]->X 是 
义 中 内 xz 到 yy 的 一 条 道路 .定义 映射 了 :[0,1]-> 义 ,使 得 对 于 任何 
t€[0,1] 有 了 (2)= f(1 -zt). 容 易 验 证 了 是 一 条 从 y 到 工 的 道 
路 .) 
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(3) 如 果 zx 和 y 连通 ,并 且 y 和 z 连通, 则 xz 和 x 连通 .( 设 
1; [0,1]->X 分 别 是 XX 中 从 x 到 y 和 从 y 到 z 的 道路 .定义 映 
射 f:[0,1]->X 使 得 对 于 任何 :€ [0,1]， 


fi(21) 如 杂 4E[0, 序 
f(t)= 1 
(21 一 1) 如果 1E[ 坟 ,1] 

应 用 黏 结 引 理 立 即 可 见 了 是 连续 的 ,此 外 我 们 有 f(0)= f,(0)= 
工 和 FU)= 户 (1)=z, 因 此 了 是 从 z 到 z 的 一 条 道路 ,) 

以 上 结论 归结 为 :拓扑 空间 中 点 的 道路 连通 关系 是 一 个 等 价 
关系 ， 

定义 4.5.4 设 X 久 是 一 个 庆 相 空间 .对 于 六 中 的 点 的 道路 连 
通关 系 而 言 的 每 一 个 等 价 类 称 为 拓扑 空间 X 的 一 个 道路 连通 分 
支 

如 果 Y 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 .了 作为 X 的 子 空间 的 每 
一 个 道路 连通 分 支 称 为 X 的 子 集 Y 的 一 个 道路 连通 分 支 ， 

拓扑 空间 XX 去 多 的 每 一 个 道路 连通 分 支 都 不 是 空 集 ;X 的 不 
同 的 道路 连通 分 支 无 交 ;以 及 处 的 所 有 道路 连通 分 支 之 并 便 是 
本 身 . 此 外 ,zyEX 属于 XX 的 同一 个 道路 连通 分 支 当 且 仅 当 + 
和 道路 连通 . 

拓 扩 空间 X 的 子 集 4 中 的 两 个 点 z 和 y 属于 A 的 同一 个 道 
路 连通 分 支 的 充分 必要 条 件 是 A 中 有 一 条 从 zz 到 y 的 道路 . 

根据 定义 易 见 ,拓扑 空间 中 每 一 个 道路 连通 分 支 都 是 一 个 道 
路 连通 子 集 ; 根 据 定理 4.5.1, 它 也 是 一 个 连通 子 集 ;又 根据 定理 
4.3.1, 它 必然 包含 在 某 一 个 连通 分 支 之 中 . 

作为 定理 4.5.1 在 某 种 特定 情形 下 的 一 个 逆 命 题 ,我 们 有 下 
述 定理 ; 

定理 4.5.5 维 欧 氏 空 间 民 * 的 任何 一 个 连通 开 集 都 是 首 
路 连通 的 、 
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证 明 首先 我 们 注意 = 维 欧 氏 空 间 妨 " 中 的 任何 一 个 球形 邻 
城 都 是 道路 连通 的 ,这 是 因为 它 同 胚 于 a 维 欧 氏 空间 并 ”本身 . 

圳 在 证 明 # 维 欧 氏 空间 及 " 的 任何 一 个 开 集 的 任何 一 个 道路 
沪 通 分 支 都 是 一 个 开 集 ; 设 局 是 民 " 的 一 个 开 集 , 忆 是 如 的 一 个 
沁 路 连通 分 支 . 设 zEC. 由 于 U 是 一 个 包含 的 开 集 ,所 以 也 包 
高 着 以 x 为 中 心 的 茶 -个 球形 邻 域 B(xz ,e). 由 于 球形 分 域 B(xz， 
5) 是 道路 连通 的 ,并 且 B(x,e) 间 C 包含 着 +, 故 非 空 .这 导致 
B(x,e}CC. 所 以 C 是 一 个 开 集 . 

现在 设 Y 是 RR" 的 一 个 连通 开 集 , 如果 Y= 儿 , 则 没有 什么 要 
证 明 的 .下 设 Y 非 空 . V 是 它 的 所 有 道路 连通 分 支 的 无 交 并 , 根 
据 前 一 段 中 的 结论 ,每 一 个 道路 连通 分 支 都 是 开 集 , 因此 如 果 V 
育儿 于 一 个 道路 连通 分 支 , 易 见 这 时 Y 可 以 表示 为 两 个 无 交 的 非 
空 开 集 之 并 ,因此 站 是 不 连通 的 ,这 与 假设 矛盾 ,因此 V 只 可 能 
有 -一个 道路 连通 分 支 , 也 就 是 说 V 是 道路 连通 的 ， 二 

推论 4.5.6 7 维 殉 把 空 间 职 * 中 任何 开 集 的 每 一 个 道路 连 
通 分 支 同 时 也 是 它 的 一 个 达 通 分 支 ， 

证 明 ”由 于 纵 欧 氏 空 间 肪 " 是 一 个 局 部 连通 空间 ,根据 定 
理 4.4.1, 它 的 任何 开 集 的 任何 连 道 分 支 都 是 开 集 . 根据 定理 
4.5.5, 这 " 的 任 向 开 集 的 任何 连通 分 支 都 是 遗 路 连通 的 ,因此 包含 
于 这 个 开 集 的 某 一 个 道路 连通 分 支 之 中 , 另 一 方面 ,任何 一 个 集合 
的 道路 连通 分 支 ,由 于 它 是 连通 的 ,所 率 包 含 于 这 个 集合 的 某 一 个 
连通 分 支 之 中 . 因此 ,本 推论 的 结论 成 立 ， 国 

通过 引进 局 部 道路 连通 的 概念 ,定理 4.5.5 和 推论 4.5.6 的 
结论 可 以 得 到 推广 . (参见 习题 5. ) 


习 是 


上 设 4 是 实数 空间 中 中 的 一 个 子 集 -证 明 ;A 是 连通 的 当 且 仅 当 轧 起 
道路 连通 的 ， 


2. 证 明 :? 沁 1 叉 单 位 球 机 S" 是 道路 连 遂 的 . 

3. 证 明 : 例 4.4.1 中 的 拓扑 空间 S; 不 是 道路 连通 空间 . 

4- 设 X 是 一 个 拓扑 空间 .| Y, 1ye- 是 由 X 中 道路 连通 的 于 集 央 构成 的 
一 个 族 . 证 明 ,如 果 集 族 | Yy lsr 满 足 条 件 : 对 于 作 意 :BET, 存 在 了 中 有 
限 个 元 案 7 二 4, ，… ,Yr ,yt1= 户 使 得 

YN YAKS 1=1,2, 
期 U ,erY) 是 XX 中 的 一 个 道路 连通 子 集 - 
5. 没 X 是 一 个 拓扑 空间 , 如 果 对 于 和 性 何 臣 EX 和 的 任何 一 个 邻 域 L7， 
存在 z 的 一 个 道路 连通 的 邻 域 Y 使 得 YC U, 则 称 折 扑 空间 X 是 -个 局 部 
道路 连通 空间 . X 的 一 个 子 集 称 为 是 局 部 道路 连通 的 ,如 果 它 作为 X 的 子 空 
各 是 一 个 局 部 道路 连通 的 空间 . 证明 : 
(tb 每 一 个 局 部 道路 连通 空间 都 是 -- 个 局 部 连通 空间 ; 
(2) 如 果 天 六 一 Y 是 从 局 部 道路 连通 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 一 个 连续 
开 了 映射 , 则 了 A(X) 是 局 部 道路 连通 的 ; 

(3) 如 果 Xi ,Xi，,… ,XX 是 个 局 部 道路 连通 空间 , 则 积 空 间 Xi x XX， 
X…XX。 是 一 个 局 部 道路 连通 空间 ; 

(4) 局 部 道路 连通 空间 X 中 的 一 个 开 失 UU 是 义 中 的 一 个 道路 连通 子 集 
当 且 仅 当 U 是 X 中 的 一 个 连通 子 集 . 

6. 设 XX 和 了 是 两 个 指 扑 空间 ,9 是 由 X 中 的 开 集 构 成 的 -- 个 集 族 , 使 
得 UsesA=XX. 证 明 ,映射 /:X-> 了 是 连续 的 当 生 仅 当 对 于 每 一 个 AE .3 
映射 fla :A 一 Y 是 连续 的 . 
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$5.1 第 一 与 第 二 可 数 性 公理 


从 52.6 中 的 讨论 可 知 , 基 和 邻 域 基 对 于 确定 拓扑 空间 的 拓 
扑 和 验证 映射 的 连续 性 都 有 着 重要 的 意义 ,它们 的 元 素 的 “个 数 ” 
越 少 , 讨 论 起 来 越 是 方便 . 因此 我 们 试图 对 拓扑 空间 的 基 或 邻 域 基 
的 元 素 " 个 数 "加 以 限制 ,但 又 希望 加 了 限制 的 拓扑 空间 仍 能 包容 
绝 大 多 数 常见 的 拓扑 空间 , 如 欧 氏 空间 ,度量 空间 等 . 以 下 的 讨论 
表明 ,将 基 或 邻 域 基 的 元 素 " 个 数 " 限 定 为 可 数 是 丛 当 的 . 

某 拓扑 空 间 的 一 个 基 或 在 蘑 一 点 处 的 一 个 邻 域 基 , 人 如果 是 一 
个 可 数 族 ,我 们 则 分 别 简称 之 为 一 个 可 数 基 和 一 个 可 数 邻 域 基 . 

定义 $.1.1 一 个 拓扑 空间 如 果 有 一 个 可 数 基 , 则 称 这 个 括 
扑 空间 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 ,或 简称 为 A, 空间 ， 

定理 5.1.1 实数 空间 及 满足 第 二 可 数 性 公理 . 

证 明 令 多 为 所 有 以 有 理 数 为 它 的 两 个 端点 的 开 区 闻 构 成 “ 
的 族 .显然 ,多 是 一 个 可 数 族 . 

设 UU 是 民 中 的 一 个 开 集 .对 于 每 一 个 xE UU, 存在 实数 s >0 
使 得 以 z 为 中 心 以 8, 为 半径 的 球形 邻 域 

. B(x,e:)=(r -er+s,) 
包含 于 U. 选 取 有 理 数 a 和 妃 使 得 

XEr<a<r<b, rte, 

于 是 我 位 有 (oa- ,5b )CCU. 于 是 口 = Uev (a,,b,), 这 也 就 是 说 
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UU 可 以 表示 为 妃 中 的 某 些 元 素 之 并 . 这 就 证 明了 邹 是 及 的 一 个 
基 . 

及 有 可 数 基 当 ,所 以 满足 第 二 可 数 性 公理 图 

由 于 离散 空间 中 的 每 一 个 单 点 子 集 都 是 开 集 ,而 一 个 单 点 集 
不 能 表 为 异 于 自身 的 非 空 集合 的 并 ,因此 离散 空间 的 每 一 个 基 必 
定 包含 着 它 的 所 有 单 点子 集 .所 以 包含 着 不 可 数 多 个 点 的 离散 空 
间 是 不 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 . 

定义 5.1,2 一 个 拓 守 空间 如 果 在 它 的 每 一 点 处 有 一 个 可 数 
邻 域 基 , 则 称 这 个 拓扑 空间 是 一 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 或 
简称 为 A1 空间. 

定理 5.1.2 每 一 个 度量 空间 都 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

证 明 设 生 是 一 个 度量 空间 , zx 和 X. 则 所 有 以 为 中 心 以 
有 理 数 为 半径 的 球形 邻 域 构成 zx 处 的 一 个 可 数 邻 域 基 ， 国 

例 5.1.1 不 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 的 例子 . 

设 丑 是 包含 着 不 本数 多 个 点 的 可 数 补 空间 .我 们 证 明 X 在 
它 的 任何 一 点 处 都 没有 可 数 邻 域 基 . 因此 X 不 满足 第 一 可 数 性 公 
理 . 


用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 . 设 X 在 点 z€E XX 外 有 一 个 可 数 邻 域 
基 汉 则 对 于 任何 ?EX,y 天 xz, 由 于 {y 是 一 个 包含 z 的 开 集 ,所 
以 存在 岂 扣 Y 使 得 | 中 全 交 ,因此 |y|CYV,. 将 这 个 包含 关系 式 
的 两 边 分 别 对 于 X 中 所 有 的 异 于 z 的 点 y 求 并 ,可 见 

(zt Uy 

由 于 X 是 一 个 不 可 数 集 ,所 以 上 式 的 左边 是 一 个 不 可 数 集 ; 由 于 他 
中 只 有 可 数 个 元 素 , 并 且 每 一 个 元 素 的 补 集 都 是 可 数 集 , 所 以 上 式 
的 右边 是 一 个 可 数 集 .这 样 ,我 们 使 得 到 了 一 个 矛盾 . 

定理 5.1.3 每 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 都 满足 第 一 
可 数 性 公理 . 

证 明 设 X 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 , 儿 是 它 的 一 
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个 可 数 基 .对 于 每 一 个 zEX ,根据 定理 2.5.7， 

涟 ,= [BE 壕 ' 
是 点 r 处 的 一 个 邻 域 其, 它 量 六 的 一 个 子 庶 所 以 是 可 数 族 . 于 是 
X 在 点 z 处 有 可 数 邻 域 其 :如 国 

定理 5.1.3 的 逆 命 题 不 成 立 . 任何 一 个 离散 空间 显然 满 
是 第 --- 可 数 性 公理 ,而 前 面 已 经 说 过 包含 着 不 可 数 多 个 点 的 离散 
空间 不 满足 第 二 可 数 性 公 更 . 

定理 5.1.4 设 时 和 了 是 两 个 拓扑 空间 , 广 X -了 是 一 个 满 
的 连续 开 了 映射 .如 果 页 满足 第 二 可 遂 性 公理 [满足 第 一 可 数 性 公 
理 ), 则 了 也 满足 第 二 可 数 性 公理 ( 满足 第 一 可 数 性 公理 ) 

证 明 设 X 满 足 第 二 呆 数 性 公 理 ,多 是 它 的 一 个 可 数 基 , 由 
于 是 一 个 开 上 映射, 入 = 1ALB);BE 池 | 是 由 Y 中 开 集 构成 的 一 个 
可 数 族 , 只 需 证 明 久 是 Y 的 一 个 基 , 设 UU 是 了 中 的 一 个 开 集 , 则 
AID) 是 X 中 的 一 个 证 集 . 因 此 存在 久 C 色 使 得 广 :(U) = 
Usea B. 由 于 了 是 一 个 满 射 ,我 们 有 

GU)= NY a) 
即 让 是 六 中 某 些 元 素 的 并 .这 完成 记 是 Y 的 一 个 基 的 证 明 . 

本 定理 关于 满足 第 一 可 数 性 公理 的 情形 证 明 类 似 ,请 读者 自 
互补 证 ， 是 

根据 定理 5.1.4 可 多 ,拓扑 空间 满足 第 一 可 数 性 公理 和 满足 
第 二 可 数 性 公理 的 性 质 都 是 拓扑 不 变性 质 . 

拓扑 空间 的 某 种 性 质 称 为 可 址 传 性 质 ,如果 一 个 拓扑 空间 具 
有 这 个 性 质 那么 它 的 任何 ~ 一 个 子 空间 也 都 具有 这 个 性 质 ， 

例如 离散 性 .平庸 性 都 是 可 遗传 的 人 性质, 但 连通 性 却 明显 是 不 
王 遗 传 的 . 

拓扑 空间 的 某 种 性 质 称 为 对 于 开 子 空间 (或 闭 子 空间 ) 可 延 伟 
的 性 质 ,如 果 一 个 拓扑 空间 具有 这 个 性 质 那么 它 的 任何 个 开 子 
空间 ( 财 子 室 间 ) 也 都 具有 这 个 性 质 . 


是 本 各 传 的 . (参见 $4.4 习题 第 3 题 ) 将 来 我 们 会 接触 到 一 些 对 
闭 子 室 间 可 遗传 的 性 质 ， 

紧 接 着 的 两 个 定理 表明 拓 牛 空间 满足 第 一 (或 第 二 ) 可 数 性 公 
理 的 性 质 是 可 遗传 的 ,也 是 有 限 可 积 的 . 

定理 5.1.5 满足 第 二 可 数 性 公理 (满足 第 一 可 数 性 公理 ) 的 
空间 的 任何 一 个 子 空间 是 满足 第 二 可 数 性 公理 (满足 第 一 可 教 性 
公理 } 的 空间 . 

证 明 设 天 是 -个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 , 妃 是 它 的 一 
个 可 数 基 .如同 是 X 的 一 个 子 集 ,根据 定理 3.1.7, 集 族 济 | ,= 
45 人 YY1BEE 引 是 于 空间 Y 的 -- 个 基 , 它 明显 是 可 数 族 . 

本 定理 关于 满足 第 一 可 数 性 公理 的 情形 证 其 类 似 ,请 读者 自 
己 补 证 ， 医 

定理 5.1.6 设 尺 |，X2,…,X%, 是 n 个 满足 车 二 可 闭 性 公理 
(满足 第 一 可 效 性 公理 ) 的 空间 . 则 积 空间 是 X 义 ; X… XX, 满足 
第 二 可 数 性 公理 ( 满 尽 第 一 可 教 性 公理 ) . 

证 明 我 们 只 要 证 明 ”=2 的 情形 . (参见 84.1.)》 

设 X 和 X2 都 是 满足 第 二 可 数 人 性 公理 的 空间 , 匣 和 多 ,分 别 
是 它们 的 可 数 基 , 根据 定理 3.2.4, 集 族 

B=!B, xB,|B. ER ,i=1,2} 
是 积 空 则 X, x X; 的 一 个 基 , 它 明显 是 一 个 可 数 族 . 

本 定理 当 n =2 时 关于 满足 第 一 可 数 性 公理 的 情形 证 明 类 
似 ,请 读者 自己 补 证 ， 国 

根据 定理 5.1.1, 定 理 5.1,5 和 定理 5.1.6, 我 们 立即 可 知 : 
(事实 上 ,这 个 推论 也 容易 直接 证 明 (参见 习题 1).) 

推论 5.1.7 维 欧 天 空间 区" 的 每 一 个 子安 间 痢 满足 第 二 
可 数 性 公理 ， 图 

本 节 的 余下 部 分 我 们 讨论 满足 第 -可 数 性 公理 的 空间 中 序列 
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的 性 质 .读者 将 会 看 到 在 这 种 拓扑 空间 中 序列 的 性 质 与 我 们 在 数 
学 分 析 中 见 到 过 的 有 着 较 多 的 类 似 之 处 ,特别 是 定理 2.7.2 和 定 
理 2.7.3 的 逆 命 题 对 于 这 类 拓扑 空间 成 立 . 

定理 5$.1.8 设 久 是 一 个 拓 站 空间. 如果 在 点 zEX 处 有 一 
个 可 数 邻 域 基 , 则 在 点 x 处 有 一 个 可 数 领域 基 !1L7i ;icz 使 得 对 于 
任何 i€ZP ,有 Ui 沪 Ui,1, 取 

UIU DI UI UA 

证 明 设 [Vijies, 是 点 .xEX 处 的 一 个 可 数 邻 域 基 . 对 于 每 

一 个 i€Z,, 令 
U=VNV,N:.N TY, 

容易 直接 验证 | Ui liez 便 是 点 x 处 的 满足 定理 要 求 的 一 个 可 数 邻 

域 基 ， 转 

定理 5.1.9 误 和 是 一 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 ,4 己 
X, 则 眠 允 壬 是 集合 A 的 一 个 凝聚 点 的 充分 必要 条 忻 是 在 集合 
人 -zl 中 有 一 个 序列 收 敏 于 工 - 

证 明 定理 的 充分 性 部 分 的 证 明 已 见于 第 二 章 定理 2.7.2， 
以 下 完成 必要 性 部 分 的 证 明 . 

设 *EX 是 集合 4 的 一 个 紫 聚 点 ,并 旦 根据 定理 5.1.8 可 设 
iUibies 是 点 x 处 的 一 个 可 数 邻 域 基 ,满足 条 件 : 对 于 每 一 个 i€ 
名 ,DUin. 由 于 Ui 站 (4 ~|z)) 关 多 ,可 选取 zx;EU 门 (A 一 
jz)). 序 列 ix;| 是 在 A 一 1z} 中 的 .我 们 证 明 lim, zi 大 xz 如下， 
如 果 口 是 z 的 一 个 邻 域 , 则 由 于 10,|;es, 是 x 处 的 一 个 邻 域 基 ， 
所 以 存在 N>0 使 得 UyCU. 于 是 当 ;之 N 时 ,我 们 有 

EUCUCU 轩 

定理 5.1.10 设 久 和 Y 是 两 个 拓扑 空间 ,其 中 X 满足 第 一 
可 数 性 公理 ;所 XX. 则 映射 广 X> 立 在 点 zEX 处 连续 的 充分 必 
要 条 件 是 ; 如 果 里 中 的 序列 {zj 收 效 于 了, 则 了 中 的 序列 
[f(zi 首 收 化 于 xz). 
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证 明定 理 的 必要 性 都 分 的 证 明 已 见于 定理 2.7.3, 以 下 完 
成 充分 性 部 分 的 证 明 . 

假设 定理 中 陈述 的 条 件 成 立 ,我 们 要 证 明 映射 :XX 一 Y 在 点 
工 处 连续 .用 反 证 法 .假设 映射 了 在 点 zx 处 不 连续 ,这 也 就 是 说 
J(z) 有 一 个 邻 域 V 使 得 广 !(V) 不 是 z 的 邻 域 .而 这 又 意味 着 ， 
x 的 任何 -- 个 邻 域 U 都 不 能 包含 在 六!《 VY) 中 ,， 即 对 于 xz 的 任何 
一 个 邻 域 可 ,包含 关系 UU 二 f"'(V) 不 成 立 ,也 就 是 说 f(U) 由 VV 
天 儿 . 

总 括 上 一 段 的 论证 可 见 :f(zx) 有 一 个 邻 域 Y 使 得 对 于 的 
任何 一 个 邻 域 口 有 f(D 人 nV 天 多. 

现在 设 | Di jica 是 点 z 处 的 一 个 可 数 邻 域 基 , 满 足 条 件 :对 
于 每 一 个 iEZ, ,UU 选取 z& Ui 使 得 Kxz)cAOD)n 
V', 即 f(x;) 纤 V. 明 显 地 ,序列 |x, 1 收敛 于 .然而 序列 {Cz 站 
在 f(x) 移 久 域 V 中 却 没有 任何 一 个 点 ,所 以 不 收 但 于 f(x). 这 
与 反 证 假设 矛盾 .因此 反 证 假设 不 成 立 , 所 以 映射 在 点 x 处 连 
续 ， 图 

定理 $.4.11 设 XX 和 YY 是 两 个 拓 逢 空间 ,其 中 多 满足 第 一 
可 歼 性 公理 . 则 映射 J; 天 YY 是 一 个 连续 映射 的 充分 必要 条 件 
是 ;如 果 中 的 序列 |z,] 收 化 于 zzEX, 则 Y 中 的 序列 4F(z 
收 将 于 7) 

证 明 ”这 是 因为 一 个 映射 是 一 个 连续 映射 当 且 仅 当 这 个 映射 
在 它 的 定义 域 的 每 一 个 点 处 连续 , (参见 定理 2.3.5.) 国 


习 题 


1, 设 六 是 n 维 攀 氏 空间 R" 中 的 一 个 于 空间 .给 出 4 的 一 个 基体 的 可 
数 基 . 

2. 证 明 ; 一 个 招 扑 空 间 满足 第 二 可 数 性 公理 当 且 仅 当 它 有 一 个 可 数 子 
基 . 


140 第 5 音 有 半数 性 的 2 人 


:证明 ; 满 足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 的 每 -个 基 中 都 包 合 着 这 个 空间 

的 一 不 可 (提示 : 设 沁 是 满足 第 二 可 数 人 性 公理 的 室 间 X 的 一 个 基 , 马 
主 X 的 … 个 可 数 基 ,要 证 明 这 个 多 包含 卷 X 的 某 - 个 可 数 基 . 先 证 明 多 ,中 
的 每 一 个 元 素 都 可 以 表示 为 考 中 某 可 数 个 元 素 之 并 .) 

4. 证 明 ; 满 足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 中 每 -… 个 由 两 两 无 交 的 开 集 和 构成 
的 子 集 族 都 是 可 数 族 ， 

3. 证 明 , 对 于 实数 下 限 扫 扑 室 间 人 3 ,有 有 

(1) 之 , 满足 第 一 可 数 性 公理 ; 

(2) 安 , 不 满 是 第 二 可 数 性 公理 . {提示 :应 用 习题 3. ) 

6. 设 XX 是 一 个 江 足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 ,ACR. 证 明 ; 妨 是 一 个 开 
于 集 当 且 仅 当 对 于 基 中 的 任 们 一 个 序列 | zy 只 宽 lm = 工 各 4, 则 存 
在 N>0 使 得 当 i>N 时 有 zx,EA. 


$5.2 可 分 空间 


定义 5.2,1 设 和 是 一 个 拓 赴 空间 ,DCX. 和 如果 门 的 闭 包 
等于 整个 拓扑 空间 友 , 即 万 = X, 则 称 DD 是 X 的 一 个 稀 密 子 集 . 

以 下 定理 从 -个 侧面 说 明了 讨论 拓扑 空间 中 的 稠密 子 集 的 意 

定理 5.2.1 设 XX 是 一 个 拓 站 空间 ,中 是 XX 中 的 一 个 舟 密 子 
集 . 又 设 户 g:X 一 反 都 是 连续 映射 ,如 果 fp 一 g|, 则 f= 本 

证 明 设 廊 o=8gin- 如 果 A 关 g, 册 存在 zEX 使 得 Fr 
gz), 令 se=|1Az)-g(r) 则 e>0. 令 


一 CCz) -二 ,rz)4 呈 ) 
=(g(z) -二 ,8(T) + 与) 


则 wmnyw = .根据 映射 了 的 连续 性 可 知 广 !( VY) 和 
8 (Va) 都 是 z 的 邻 域 ,从 而 U= 广 :(ViD)meg- *(V,) 也 是 之 的 
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yE UND, 我 们 有 f(y) =g(y)E Vimv: 因此 Vimn Vi 非 空 ， 
矛盾 和 

我 们 也 希望 讨论 有 着 较 少 “点数 " 赔 密 下 集 的 后 扑 空间 ,例如 
具有 有 限 稠密 点 集 的 拓扑 空间 .但 这 类 拓扑 空间 比较 简单 ,大 部 分 
我 们 感 兴趣 的 拓扑 空间 都 不 是 这 种 情形 ,讨论 起 来 意思 不 大 .例如 
-个 度量 空间 如 果 有 -- 个 有 限 的 称 密 子 集 的 话 , 那 么 这 个 空间 -- 
定 就 是 一 个 离散 空间 . 梢 反 ,后 继 的 讨论 表明 ,许多 重要 的 拓扑 空 
间 都 有 可 数 秽 密 子 集 

定义 5.2.2 设 义 是 一 个 拓 相 空间. 如果 关中 有 一 个 可 数 各 
密 子 集 , 则 称 X 是 一 个 可 分 空间 . 

定理 5.2.2 每 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 都 是 可 分 空 
闻 . 

证 明 设 吧 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 , 盆 是 它 的 -- 
个 可 数 基 .在 号 息 的 每 一 个 非 空 元素 B 中 任意 取 定 -… 个 点 
8B. 令 


D=tzs!lBES, BAA} 

这 是 一个 可 数 集 .由 十 XX 中 的 每 一 个 非 宏 开 集 部 能 够 表示 为 泡 中 
车 二 个 光 素 (其 中 当然 至 少 会 有 一 个 不 是 空 集 ) 之 并 ,内 此 这 个 非 
空 开 集 一 定 与 九 有 非 空 的 交 , 所 拟 可 数 集 也 是 X 的 -个 稠密 子 
El | 

包 舍 着 不 可 数 多 个 点 的 离散 空间 一 定 不 是 可 分 的 .这 是 因为 
在 这 样 一 个 拓扑 空间 中 ,任何 -个 可 数 子 集 的 财 包 都 等 于 它 的 自 
身 而 不 可 能 等 于 整个 空间 ， 

可 分 性 不 是 一 个 可 遗传 的 性 质 , 也 就 是 说 一 个 牙 分 空间 醋 能 
有 子 空 间 不 是 可 分 的 . 例子 见 后 面 的 例 5.2 .1. 然而 由 于 满足 第 二 
可 数 性 公理 是 -个 可 遗传 的 性 质 ,办 此 根据 定理 $.2.2 我 们 立即 
得 到 ， 

推论 5.2.3 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 的 每 一 个 于 空间 都 
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是 可 分 空间 . 

特别 ,n 维 欧 氏 空间 民 " 中 的 每 一 个 子 空间 (包括 它 自 己 ) 都 是 
可 分 空间 ， 四 

例 5.2.1 设 (X ,9 是 一 个 扬 扑 空间 ,co 是 任何 一 个 不 属于 
X 的 元 素 { 例 如 我 们 可 以 取 c = 大 ) . 令 =XUicl 和 多 = 
UicoilAEIIU1g1. 容 易 验证 (请 读者 自己 证 明 )(X* ,9 ) 是 
一 个 拓扑 空间 . 

我 们 做 次 给 出 以 下 三 个 论断 : 

(1) (X" ,9 ) 是 可 分 空间 .这 是 因为 属于 (X" ,9 ) 中 的 每 
一 个 非 空 开 集 ,所 以 单 点 集 |co :是 (X” ,7 ) 中 的 一 个 稠密 子 集 . 

(2) (X” ,9 ) 满 足 第 二 可 数 性 公理 当 且 仅 当 (X,9 ) 满 足 第 
二 可 数 人 性 公理 ， 

事实 上 ,多 是 (XX, 了 ) 的 基 当 且 仅 当 名 * = | 如 UiceilBE 红 是 
CX” ,9 ) 的 一 个 基 , 而 多 与 8” 有 相同 的 基数 则 是 显然 的 . 

(3) 《XX,9) 是 (X"' ,7 ) 的 一 个 子 空间 .因为 9= 了 7 jx. 

根据 这 三 个 论断 ,我们 可 有 以 下 两 个 结论 ， 

{A) 可 分 空间 可 以 不 满足 第 二 可 数 性 公理 .因为 如 果 任 意 选 
取 一 个 不 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 (X ,3 ) ,我 们 便 能 得 到 一 个 
不 满足 第 二 可 数 性 公理 的 可 分 空间 (和 ,他 ). 

(B) 可 分 这 间 的 子 空间 可 以 不 是 可 分 空间 . 因为 如 果 选 取 
CX, ) 为 一 个 不 是 可 分 的 空间 ,我 们 使 能 得 到 一 个 可 分 空间 
(XX” ,了 ) 以 (X, 匀 为 它 的 一 个 子 空间 . 

定理 5.2.4 每 一 个 可 分 的 度量 空间 都 满足 第 二 可 数 性 公 


理 . 
证 明 设 (X,d) 是 一 个 可 分 的 度量 空间 , 也 是 X 中 的 一 个 可 
数 稠密 子 集 , 令 


F= {BCz, 1)lzED,nE2, | 
易 见 多 是 由 XX 中 的 开 集 构成 的 一 个 可 数 族 . 
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没 yEX,U 是 y 的 一 个 邻 域 . 则 存在 EZ 使 得 B(y, 十 ) 
CU. 由 于 是 X 中 的 一 个 稠密 子 集 , 所 以 
B(y, 南 )mD 尖 多 


任意 选取 
35EB(y, 赤 )nD 
如 果 zEB(3, 赤 ), 则 有 atz,》)< 支 ,于 是 
d(xsy) dz) tdy,y) < 
即 EB(y, 寺 ). 因 此 我 们 有 : 
5G 去)CB( EU 


由 于 3ED, 所 以 B( ,站 )E 人 8 综合 以 上 所 说 ,我 们 证 明了 :对 于 


任何 yEX 和 y 的 任何 一 个 邻 域 U, 存 在 菜 一 个 BC , 直 )E 纪 使 
得 
yEB(I ,起 EU 

因此 根据 定理 2.6.2 可 知 多 是 X 的 一 个 基 ， 因 

根据 定理 5.2.4 及 推论 5.2.3 可 知 : 

推 沦 5.2.5 “可 分 度量 空间 的 每 一 个 子 空间 都 是 可 分 空间 ， 
国 
有 关 可 分 性 是 拓扑 不 变性 质 ,有 限 可 积 性 质 ,可 商 性 质 以 及 对 


于 开 子 空间 可 遗传 性 质 等 问题 我 们 列 在 刁 题 中 ,由 读者 自己 去 研 
究 . 
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习 题 


1, 以 将 定理 5.2 2.4 中 的 实数 空间 所 改 为 任何 一 个 度量 空 陪 .然后 证 明 


相应 前 结论 

2 设 三 : 是 连续 且 射 ,满足 条 件 :对 于 任何 z,yE 宦 有 (c+) 一 
让 4 + 了 .证明 ; 作 在 u€ 及 使 得 关 训 )=ax 对 于 征 何 x€ 避 成 立 . 

3. 证 明 ， 

(1) 有 二 数 集 是 访 中 的 一 个 可 数 剩 窗子 集 ; 

(2) 5 维 购 氏 空 局 宇 " 中 全 体 有 理 点 ( 即 每 一 个 坐标 都 症 有 理 数 的 点 ) 构 


成 的 集合 是 * 维 欧 氏 空间 及 * 中 的 一 个 可 数 稠密 子 集 . 

4. 没 交 利 了 是 呐 个 插 扑 空间 , 广 X~ 了 是 一 个 连续 映射 .证 明 ; 如 果 XX 
是 .个 可 分 空间 . 则 ,/X) 也 是 可 分 的 (这 说 明 可 分 性 是 一 个 连续 号 射 所 保 
持 的 性 质 , 并 居 由 此 可 锡 , 宅 是 一 个 拓扑 不 变性 质 ,可 击 性 质 .) 

5, 设 XI 是 严 六 让 个 可 分 空间 ,证明 积 空间 XX Xx 
X, 也 是 一 个 可 分 空间 .( 也 就 是 说 ,可 分 诈 是 有 限 可 积 性 质 . ) 

6. 证 基 实数 下 限 拓扑 空间 妨 , 是 一 个 可 分 空间 . (这 也 是 一 个 不 满足 第 
二 可 数 性 公理 的 可 分 空间 的 例子 .参见 85.1 习 题 5.) 


$5.3 Lindeloff 空间 


我 们 先 引 进 一 些 术语 . 
定义 5.3.1 设 s 是 一 个 集 族 ,B 是 一 个 集合 ,如 果 
局 4DB 

则 称 集 族 of 是 集合 日 的 一 个 覆 评 ,并 且 雪 wy 是 可 教 族 或 有 限 族 
时 ,分 别称 集 族 以 是 集合 BB 的 -个 可 数 覆 盖 或 有 限 村 盖 . 

设 集 族 可 是 集合 妨 的 一 个 覆盖 .如 累 集 族 可 的 一 个 子 旋 节 
也 是 集合 日 的 履 盖 ,， 则 称 集 旋 局 是 覆盖 .关于 集合 晴 ) 的 一 
子 覆 蒜 ， 
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设 久 是 一 个 拓扑 室 间 .如 果 由 外 中 开 ( 闭 ) 子 集 拘 成 的 集 族 好 
是 久 的 子 集 B 的 一 个 履 盖 , 则 称 集 族 以 是 集合 日 的 一 个 开 ( 闭 ) 
覆盖 . 

村 数学 分 析 中 读者 所 见 知 的 Heine 一 Borel 定理 告诉 我 们 : 实 
数 空间 及 的 子 集 A 是 -- 个 有 界 闭 集 当量 仅 当 A 的 每 - -个 开 覆 盖 
都 有 有 限 子 覆 盖 . 因 而 具有 “每 … 个 开机 商都 有 有 限 子 恤 攻 ” 的 拓 
扑 空间 自 有 其 重要 性 .对 于 这 类 拓扑 空间 我 们 将 要 在 第 七 章 中 称 
之 为 “ 紧 致 空间 ”并且 用 整 章 的 篇 昼 加 以 讨论 .但 是 另 一 方面 ,正如 
所 知 , 连 实数 空间 本 身 都 不 能 包容 在 这 类 拓扑 空间 之 中 .这 使 我 们 
有 必要 放松 一 点 限制 . 

定义 5.3.2 设 和 是 一 个 拓扑 空间 .如果 X 的 每 一 个 开 晓 姜 
都 有 一 个 可 数 子 履 盖 ,， 则 浆 拓扑 空间 X 是 一 个 Lindeloff 空间 . 

包含 着 不 可 数 多 个 点 的 离散 空间 不 是 一 个 Lindele 竺 空间 . 这 
是 因为 这 个 据 扑 空间 中 的 所 有 单 点 子 集 构成 它 的 一 个 开 要 盖 , 这 
个 开 履 盖 没 有 任何 可 数 子 覆 盖 

定理 5.3.1 [Lindeloff 定理 ] 任 何 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 
的 空间 都 是 Lindeloff 空间 ， 

证 明 设 拓扑 空 顾 X 满足 第 二 可 数 性 公理 ,多 是 它 的 -个 叮 
数 基 . 

设 xf 是 义 的 一 个 开 覆 瘟 , 对 于 每 一 个 AE ,由 于 A 是 一 个 
开 集 ,所 以 存在 级 , 忆 久 使得 A= Uaea 日. 令 名 ,= Uaew3. 由 于 


多 是 旬 的 一 个 子 族 ,所 以 是 一个 可 数 族 .并 且 
U 8 


站 B= 
BE EE Ue eR 


-WY 


A A os 


OO 


AEw 
这 就 是 说 , 络 也 是 X 的 一 个 覆盖 ,如果 BE 法 ,， 则 存在 AE 使 
得 BE 纺 ,, 因 此 BCA. 于 是 对 于 每 一 个 BE 旬 , 我 们 本 以 选 定 某 
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一 个 hs 和 好 使 得 BCAa. 记 运 =|As|BE 荔 |, 它 是 光 的 一 个 子 
族 ,并 且 


a= WA MB- x 


Eh BE 

所 以 xd 是 i 的 一 个 子 覆盖 .此 外 由 于 四 是 可 数 的 ,所 以 wi 也 是 
本数 的 ,于 是 开机 盖 x 有 一 个 可 数 子 覆盖 汶 . 这 证 明 X 是 一 个 
Lindeloff 空间 ， 国 

推论 $.3.2 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 的 每 一 个 子 宝 间 都 
是 Lindel6ff 室 间 . 

特别 ,4 维 殉 氏 空间 永 " 的 每 一 个 子 空间 都 是 Lindeloff 空间 . 

辕 

例 5.3.1 定理 5.3,1 和 推 沦 5.3.2 的 着 命题 都 不 成 立 ， 

考虑 包含 着 不 可 数 多 个 点 的 可 数 补 空间 X. 例 5.1.1 中 已 经 
指出 它 不 满足 第 一 可 数 性 公理 ,所 以 它 也 不 满足 第 二 可 数 性 公理 . 
以 下 证 明 它 是 一 个 Lindeloff 空间 . 设 % 是 它 的 一 个 开 覆 盖 . 任意 
在 中 取 定 一 个 非 空 集合 A. 对 于 每 一 个 z€EA' 在 汉中 选取 一 个 
AA, 使 得 zE A,, 由 于 4 是 一 个 可 数 集 , 所 以 忌 的 子 族 |1A.|zE 
AUiAI 也 是 可 数 的 , 易 见 它 也 覆盖 天 因此 ,包含 着 不 可 数 多 
个 点 的 可 数 补 空间 是 定理 5.3.1 的 送 命 题 不 成 立 的 例子 ， 

也 不 难 证 明 X 的 每 一 个 子 空间 都 是 Lindelaff 空间 . (请 读者 
自 补 证 明 ) 因 此 , 包 会 着 不 可 数 多 个 点 的 可 数 补 空间 也 是 推论 
5.3.2 的 道 命题 不 成 立 的 例子 ， 

定理 5.3.3 每 一 个 Lindeloff 的 度量 空间 都 满足 第 二 可 数 性 
公理 ， 

证 明 设 (X,d) 是 一 个 Lindeloff 的 度量 空间 . 

对 于 每 一 个 EE2, , 集 族 当 = 1B(z, 直 )| rEXI 是 X 的 一 个 
开 覆 盖 . 由 于 X 是 一 个 Lindelaf 空间 ,所 以 第 有 一 个 可 数 子 要 


盖 , 设 为 级 =1B(z, 革 )1iEZ,| .从 而 开 集 族 3%= Uses 纹 是 一 
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个 可 数 族 ,以 下 证 明 它 是 XX 的 一 个 基 . 
对 于 任何 一 个 zE XX 和 zz 的 任何 一 个 邻 域 口 ,存在 使 得 


B(x,e)CU, 令 为 任何 一 个 大 于 之 的 正 束 数 .由 于 级 是 X 的 


一 个 覆盖 ,所 以 有 某 一 个 B(zw ,下 )E 砚 使 得 zE BCzy, 汪 ). 对 
于 任何 y€ BCzu ,二 ) ,我 们 有 
d(z ydz ra) tad(zuy) Fe 


所 以 B(zu ,起 )CB(z,e) .于 是 zEB(za, 二 )CD. 根 据 定理 


2.6.2 可 见 多 是 XX 的 一 个 基 . 因 此 X 满足 第 二 可 数 性 公理 国 

例 5.3,2 Lindeloff 空间 的 子 空间 可 以 不 是 Lindel6ff 空间 的 
创 子 . 

设 义 是 一 个 不 可 数 集 ,zEX. 令 X= 多 一 1z}， 

于 XIU {UERHKX)|zEU,U 是 一 个 可 教 集 | 

容易 验证 9 是 XX 的 一 个 拓扑 . (请 读者 自己 验证 .) 

拓扑 空间 (X,9) 征 一 个 LindelSff 空间 .因为 如 果 以 是 X 的 一 
个 开 柳 盖 , 则 存在 AE wf 使 得 zEA. 于 是 A' 是 一 个 可 数 集 .对 于 
每 一 个 zE 4', 选 取 A.E x 使 得 x€E A,. 易 见 [AIU {A,|xE 
4 “是 yf 的 一 个 可 数 子 覆盖 . 

另外 ,容易 验证 下 x = 供 X,). 这 也 就 是 说 X1 作为 X 的 子 空 
闻 是 一 个 包含 着 不 可 数 多 个 点 的 离散 空间 .所 以 X; 不 是 一 个 
Lindeloff 空间 . 

此 外 ,两 个 LindelefL 空间 的 积 空间 也 可 以 不 是 Lindeloff 空 
间 , 有 关 的 例子 可 见习 题 第 4 丰 ， 

尽管 Lindelo 和 性 质 不 可 址 传 ,但 它 对 于 闭 子 空间 却 是 可 遗传 
的 .我 们 证 明 : 
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定理 5.3,4 ”Lindeloff 空间 的 每 一 个 六 子 空间 都 是 Lindeloff 
空间 、 

证 明 设 Y 是 Lindeleff 空 间 蕊 的 一 全 财 子 空间 , 光 是 子 空 
疝 工 的 一 个 开 材 盖 . 则 对 于 每 一 个 AE 了 存在 和 中 的 一 个 开 集 
Ca 使 得 UY = A. 于 是 iU|AEwiU1Y | 是 天 前 一 个 开 材 
洲 , 它 有 一 个 可 数 子 覆盖 , 设 为 {U4 ,Da Hi 7 《即使 厅 以 
找到 一 个 子 逢 鞍 不 包含 Y', 但 派 上 一 个 元 案 也 无 何不 可 . ) 这 时 易 
见 ,1A1 ,A 中 , 其 中 A, = DUA 门 Y,iEZ, , 便 是 以 的 ~ 个 (关于 
了 空间 了 的 ) 可 数 子 柳 盖 . 于 

定理 $.3.5 ” 设 拓扑 空间 X 的 任何 一 个 子 空间 都 是 Lindeloff 
空间 ,如果 CX 是 一 个 不 可 数 集 , 则 人 4 中 必定 包含 和 的 某 一 个 
疑 聚 点 , 即 A 站 dA 多， 

特别 ,如 果 处 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 室 间 , 则 XX 的 每 
一 个 不 可 歼 子 集 A 中 都 包含 着 A 的 业 一 个 凝聚 点 . 

证 明 设 ACX 是 一 个 不 可 数 集 .如 果 A 中 没有 A 的 凝聚 
点 , 则 对 于 每 一 个 a€4 ,存在 4 在 X 中 的 一 个 铅 域 U, 使 得 UU, 门 
4= fal, 这 说 明 单 点 集 |z} 是 子 空间 A 中 的 一 个 开 集 .从 而 子 空 
间 A 便 是 一 个 包 合 着 不 可 数 多 个 点 的 离散 空间 , 它 必然 不 是 一 个 
Lindeloff 空间 ,这 与 定理 的 条 件 矛 慎 . 看 

我 们 将 本 章 中 讨论 过 的 各 类 拓扑 空间 之 间 的 关系 列 为 图 表 
5.1,9 


全 ”本 图 表 以 及 后 文 同类 的 汞 表 按 如 下 方式 理解 :(1) 双 线 第 头 表示 必然 的 落 涵 关 
系 . 便 如 我 们 可 以 从 本 图 表 中 读 到 ,每 -个 度量 空间 都 是 满足 第 一 各 数 性 公理 的 空间 
等 沁 如 单线 税 关 表示 有 灯 忻 的 草 满 关 素 (有 关 的 条 件 附注 在 箭头 的 旁边 ). 例如 我 们 也 
可 以 从 本 图 表 中 污 到 ,一 个 度 生 空间 如 果 是 可 分 的 或 Lindeloff 的 , 则 它 澳 足 第 -可 数 
性 公 照 . 
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有 维 欧 氏 富 间 R” 的 子 空间 


一 Lindelof 空间 
图 表 5.1: 有 关 可 数 性 的 几 个 公理 之 间 的 关系 


习 题 


1. 设 下 和 Y 是 两 个 拓扑 空间 ,/:X 一 Y 是 一 个 连续 映射 证明; 如 果 居 
是 一 个 Lindegff 空间 , 则 A 四) 也 是 一 个 Lindeloff 空间 . 

2. 设 六 是 一 个 拓扑 空间 ,ACX. 点 zEA 称 为 是 集合 4 的 -一 个 久 涛 聚 
点 ,如 果 x 的 等 一 个 邻 域 中 都 包含 着 4 中 的 不 可 数 多 个 点 .证 明 :如 果 X 满 
足 第 二 可 数 性 公理 , 则 X 的 任何 不 可 数 子 集 A 中 都 有 A 的 某 一 个 只 这 聚 点 - 

如 果 将 “X 满足 第 二 可 数 性 公理 " 改 为 "X 的 每 一 个 子 空间 都 是 Lindeloff 
空间 "相应 的 命题 是 否 仍然 成 立 ? 

3. 设 (XX, 尺 是 一 个 拓扑 空间 ,oo 是 一 个 不 属于 X 的 元 素 . 记 XX* = XU 
11. 令 玉 是 义 "的 一 个 子 集 族 ,使 得 UCX' 是 多 的 一 个 元 素 当 且 仅 当 或 
者 UE 或 者 XX" ~ UCX 并 且 作 为 X 的 子 空间 是 一 个 Lindebff 空间 ,证 
明 . 

1) 外 是 的 一 个 拓扑 ; 

《2) 拓扑 空间 (XX" ,9 ) 是 一 个 Lindel#f 空间 ， 

4 (两 个 Lihdelsff 空间 的 积 空间 不 是 Lindelsf 空间 的 例子 .》 

《1) 证 明 :实数 的 下 限 白 扑 空间 恨 , 是 一 个 Lindegiff 空 局 . (提示 ;为 证 
明 名 是 一 个 Lindeloff 空间 ,首先 指出 只 要 证 明 民 ， 有 一 个 基 使 得 由 这 个 基 的 
元 素 构成 的 及， 的 覆盖 都 有 可 数 子 覆盖 .选取 7 的 一 个 基 多 如 例 2.6.1 中 、 
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设 阜 是 由 基 号 中 的 元 素 构成 的 R, 的 一 个 覆盖 , 先 证 明 对 于 任何 xE2 ,覆盖 
年 有 一 个 可 数 子 族 覆 盖 [ n,m), 然 后 由 此 得 到 剧 盖 % 有 一 个 柯 数 子 材 盖 . ) 

(2) 证 明 :两 个 实数 下 限 拓扑 空间 的 积 空间 妨 ? 不 是 一 个 Lindeloff 空间 . 
《提示 ;, 太 ? 的 子 集 A = |(x,y)ERR? |z+y=1| 是 及 ?中 的 一 个 闭 集 ,但 作为 
子 空间 是 具有 不 可 数 多 个 点 的 离散 空间 . ) 


第 6 章 分 离 性 公理 


$6.1 T,,Ti，Hausdorff 空间 


现在 我 们 回 到 我 们 在 第 二 章 中 提出 来 的 什么 样 的 拓扑 空间 的 
拓扑 可 以 由 它 的 某 一 个 度量 诱导 出 来 这 一 问题 ,为 了 回答 这 个 问 
题 势 必要 求 我 们 对 度量 空间 的 拓扑 性 质 有 充分 的 了 解 .读者 将 会 
发 更, 本章 中 所 提 到 的 诸 分 离 性 公理 ,实际 上 是 模仿 度量 空间 的 拓 
扑 性 质 逐 步 建立 起 来 的 .对 诸 分 离 性 的 充分 研究 使 我 们 在 6.5 
中 能 够 对 于 前 述 问题 作 一 个 比较 深刻 的 (虽然 不 是 完全 的 ) 回 答 . 

定义 6.1.1 设 罗 是 一 个 拓 相 空间 ,如 果 X 中 的 任意 两 个 不 
相同 的 上 襄 中 必 有 一 个 点 有 一 个 开 邻 域 不 包含 另 一 个 点 ( 即 如 果 工 ， 
yEX,z 天 y, 则 或 者 之 有 一 个 开 邻 域 DU 使 得 y 和 局 ,或 者 y 有 
一 个 开 邻 域 V 使 得 z 华 VV), 则 称 宁 村 空间 多 是 一 个 Ty 空间 . 

拓扑 空间 自然 不 必 都 是 T 空间 , 例如 包含 着 不 少 于 两 个 点 
的 平庸 空间 就 不 是 Te 空间 . 

定理 6.1,1 括 扑 空间 X 是 一 个 Tu 空间 当 且 仅 当 页 中 任意 
两 个 不 同 的 单 点 集 有 不 同 的 闭 包 .( 即 如 果 工 ,yE 汪 ,zy 到 
天 和 站) 

证 明 充分 性 设 定理 电 的 条 件 成 立 . 则 对 于 任何 +,y€ 页 ， 


怨 ” 在 这 个 定义 中 ,或 是 在 后 文 类 做 的 定义 中 ,将 所 有 的 * 开 邻 域 " 换 成 “ 邻 域 "得 到 
的 新 定义 与 原来 的 定义 是 等 价 的 . 
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z 天 9, 由 于 |z| 天 1 ,因此 或 者 xz ~ yj 天 多 威 立 ,或 者 {y| ~ 
二 | 天 多 成 立 . 当 [zz 一 fy| 冯 多 成 立时 ,必定 有 x 全 |y|. (因为 如 
果 zE [yj), 即 fz}Ciy[, 从 而 [ziClyi, 于 是 |z| -1yj = .) 
这 推出 = 有 一 个 不 包含 y 的 开 邻 域 |y|“. 同 理 , 当 |y| - [zj 关 
区 成 立时 ,y 有 一 个 不 包含 z 的 开 邻 域 jzj- .这 证 明 X 是 一 个 
Tu 空间 ， 

必要 性 设 义 是 一 个 T, 空间 . 若 x,yEX,r 关 y, 则 或 者 过 
有 一 个 开 邻 域 U 使 得 y 全 U, 或 者 y 有 一 个 开 邻 域 六 使 得 + 攻 
V. 若 属 前 一 种 情形 ,由 于 UN {fy} = ,所 以 z 对 jy ,于 是 {| 
关 1y] ; 阁 属 后 一 种 情形 ,同样 也 有 |z| 关 yj。 国 

定义 6.1.2 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 正中 的 任意 两 个 不 
相同 的 点 中 每 一 个 点 都 有 一 个 开 邻 城 @ 不 包含 另 一 个 点 ( 即 如 果 
zyEX,T 天 y 则 z 有 一 个 开 邻 域 U 使 得 y 全 吕 ), 则 称 拓 失 空间 
着 十 一 个 全 | 空间 . 

在 定义 6,1.2 中 的 括号 里 面 看 起 来 好 象 是 少 写 了 一 名 活 “y 
也 有 一 个 邻 域 V 使 得 zx 车 V”. 但 这 蕴涵 在 括号 中 已 经 写 了 的 话 
中 .( 将 和 y 换 一 下 次 序 ,然后 应 用 括号 中 描述 的 条 件 即 可 . ) 

TT 空间 当然 是 To 空间 . 但 反之 不 然 . 侠 如 设 X= 10,11.9= 
12,{01,X), 则 ZF 是 X 的 一 个 拓扑 ,并 且 拓 扑 空间 (XX, 疙 是 六 
的 但 不 是 Ti 的 .( 请 读者 自己 验证 . ) 

定理 6.1,2 设 秆 是 一 个 拓扑 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 处 是 一 个 空间 ; 

(2) X 中 每 一 个 单 志 集 都 是 闭 集 ; 

(3) XX 中 每 一 个 有 限 耶 集 都 是 闭 集 . 

证 明 (1) 北 洱 (2). 设 zEX, 当 六 是 一 个 T, 空间 时 ,对 于 
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任何 yEX,y 关 zx, 点 y 有 一 个 邻 域 口 使 得 x 全 DT, 即 Unizi= 
多 ,因此 y 对 jz|. 从 而 1z1 = iz} .这 证 明 单 点 集 |.xj 是 一 个 闭 集 . 

(2) 玖 涵 (3). 设 {x ,za,…,x, | 是 六 的 一 个 有 限 子 集 . 当 (2) 
成 立时 ,我 们 有 : 

[riz eal = {eT UT TU…UT 
=Tz TUTezTU." UTz,T 
={zilUlzl UU iz,! 
= [x72 seal 

即 1zx1, zi…;zo| 是 一 个 闭 集 . 

(3) 蕴涵 (1). 设 xz,yE XX,z 头 y. 当 (3) 成 立时 , 单 点 集 |z| 和 
?4 都 是 闵 集 ,从 而 zj 和 ?上 分 别 是 y 和 xz 的 开 邻 域 ,前 者 不 包 
会 工 ,后 者 不 包含 y. 这 就 证 明了 XX 是 一 个 全, 空间 ， 二 

下 面 的 两 个 定理 表明 ,了 , 空间 中 关于 凝聚 点 和 序列 收敛 前 性 
质 和 我 们 在 数学 分 析 中 熟知 的 多 了 一 些 类 似 之 处 . 

定理 6.1.3 设 X 是 一 个 Ti 空间 . 则 点 zxEX 是 义 的 子 集 
态 的 一 个 汉 聚 点 当 且 仅 当 x 的 每 一 个 邻 域 ULJ 中 都 含有 A 中 的 无 
限 多 个 点 , 即 U 门 A 是 一 个 无 限 集 . 

证 明 定理 充分 性 部 分 是 明显 的 .以 下 证 明 必 要 性 部 分 .假设 
TEX 是 X 的 子 集 A 的 一 个 凝聚 点 .如 果 z 有 一 个 开 邻 域 U 使 得 
UNA 是 一 个 有 限 集 , 则 集合 B=U 门 A 一 1zi 也 是 一 个 有 限 集 ， 
因此 是 一 个 闭 集 . 因 此 UU 一 BB 是 一 个 开 集 ,并 且 是 z 的 一 个 邻 域 ， 
此 外 易 见 (U-B)InA= 多 .这 蕴涵 着 z 不 是 A 的 凝聚 点 ,与 假 
设 矛 盾 ， 国 

定理 6.1,4 设 久 是 一 个 Ti 空间 . 则 大 中 的 一 个 由 有 限 个 
点 构成 的 序列 |z; 他 ( 即 集合 | ziiEZE 1 是 一 个 有 限 全 ) 收 效 于 点 
工人 时 当 且 会 当 存 在 必 >0 使 得 z;= 工 对 于 任何 i2N 成 立 

证 明 由 于 义 是 一 个 TT 空间 ,集合 

A={z |z¥r,i=1,2,.| 
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是 一 个 有 限 舍 , 所 以 是 一 个 闭 集 , 从 而 A' 是 x 的 一 个 开 邻 域 ,于 是 
存在 N>0 使 得 当 i 宇 N 有 zx;E A ,因而 zi = 国 

定义 6.1,3 设 导 是 一 个 括 扑 空间 .如 果 X 中 任何 两 个 不 相 
同 的 点 各 自 有 一 个 开 邻 域 9 使 得 这 两 个 开 邻 域 互 不 相交 ( 即 如 果 工 ， 
ERX,x 顽 y; 则 点 x 有 一 个 开 邻 域 U, 点 y 有 一 个 开 邻 域 V ,使 得 
UN V= 幼 ), 则 称 拓扑 空间 X 是 一 个 Hausdorff 空间 ,或 了 空间 . 

Hausdorff 空间 一 定 是 本 | 实 间 ,但 反之 不 然 . 

例 6.1.1 非 Hausdorff 的 了 空间 的 例子 . 

设 和 是 一 个 包含 着 无 限 多 个 点 的 有 限 补 空间 ,由 于 X 中 的 
每 一 个 有 限 子 集 都 是 内 集 ,所 以 它 是 一 个 本, 空间 .然而 在 拓扑 空 
间 久 中 任何 两 个 非 空 的 开 集 一 定 会 有 非 空 的 交 . 这 是 因为 X 中 
每 一 个 非 空 开 集 都 是 X 中 的 有 限 子 集 的 补 集 , 而 X 又 是 一 个 无 限 
集 的 缘故 .由 此 易 见 天 必然 不 是 一 个 Hausdorff 空间 . 

定理 6.1,5 ”Hausdorff 空间 中 的 任何 一 个 站 化 序列 及 有 一 
个 极限 点 . 

证 明 设 1z| 是 Hausdorff 空间 X 中 的 一 个 序 别 , 并 且 有 
limz; 三 如 和 limz, 三 ,其 中 yi 关 y2. 于 是 对 于 j=1,2, 点 有 
一 个 开 邻 域 V, 使 得 V1 站 Vs = 儿 . 故 存在 N >0 使 得 当 i2>N， 
时 有 zx VV ,任意 选取 M>maxiNi,Na4. 可 见 zy € Vi 人 VY;, 
故 V, 门 V, 非 空 ,这 是 一 个 矛盾 苹 

但 在 Ti 空间 中 定理 6.1.5 孝 可 以 不 成 立 . 例如 设 拓扑 空间 
和 如 例 6.1.1 中 所 述 ,| zx; | 是 X 中 的 任何 一 个 由 两 两 不 间 的 点 构 
成 的 序列 , 邯 当 半天 时 有 x; 关 x .此 时 对 于 任 条 yE X 和 y 的 任 
何 一 个 邻 域 ,由 于 UU 的 补 集 U 是 一 个 有 限 集 , 所 以 存在 N >0 
使 得 当 ;他 N 时 有 xz E .于 是 limx =y. 也 就 是 说 ,序列 |z; | 收 
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伍 于 X 中 的 任何 一 个 点 . 


习 题 


1. 设 XX 是 一 个 拓扑 空间 ,证明 ;X 是 了 ,空间 当 且 仅 当 对 于 任何 x,y 
,天 y, 或 者 1zimnTT= 多 或 者 lyi 人 TzT= 2. 

2. 设 久 是 一 个 T 空间 ,证 明 :如 果 X 有 一 个 基 只 有 有 限 个 元 素 , 则 X 
是 一 个 只 食 有 有 限 多 个 点 的 离散 空间 

3. 设 (X ,区 是 一 个 全 空间 ,oo 是 任何 一 个 不 属于 XX 的 元 素 . 令 ”= 
XUiee1 和 9 = SUIX"i 证明， 

(0 (X' ,7 ) 是 一 个 拓扑 空间 ; 

(2) (X" ,9 ) 是 一 个 T 空间 但 不 是 工 空间 . 

4. 证 明 ; Ti 空间 中 的 任何 一 个 子 集 的 导 集 都 是 闭 集 - 

5, 设 半 是 一 个 拓扑 空间 .证 明 :X 是 了 , 空间 当 且 仅 当 对 于 任何 EX， 
点 二 的 所 有 邻 城 的 交 丛 为 单 点 集 1z|- 

6 ， 证 明 : Ti 空间 中 任何 一 个 包 合 着 多 于 一 点 的 有 限 子 集 都 不 连通 . 可 
数 子 集 如 何 ? 给 出 结论 和 论证 . 

7. 设 XX 是 一 个 集合 .证 明 ;X 有 一 个 折 扑 了 使 得 

(1) 拓扑 空间 (X, 罗 是 一 个 Ti 空间; 

(2) 如 果 5 古 X 的 一 个 拓扑 并 且 是 98 的 一 个 真子 集 , 刚 拓扑 空间 ( 史 , 仿 
不 是 Ti 空间 

8. 设 XX 是 一 个 Ti 空间 ,zE X, 证明: 如 果 X 中 让 异 于 的 点 构成 的 一 
个 序列 1z:| 收 伊 于 z, 则 序列 jz: 1 有 一 个 由 两 两 不 同 的 点 构成 的 一 个 子 序列 
收 总 于 x- 

9. 设 了 和 :3 利信 各 X 的 两 个 拓扑 ,并 且 7 元 证 明 : 如 果 拓 站 空间 (外 , 力 
是 一 个 To 或 Ti 空 癌 , 则 拓 外 空间 (X ,分 相应 也 是 Yo 或 空间. 

10. 设 入 是 一 个 拓扑 空间 , 蔚 是 一 个 Hausdorff 空间 ,f: 一 Y 是 一 个 
连续 映射 .又 设 | z; 1 是 X 中 的 -- 个 序列 ,证 明 。 

(1) 如 果 Y 中 的 序列 1 F(z )| 政 策 于 yE F(X), 则 序列 |z, | 的 任何 一 个 

收 敏 的 子 序列 的 任何 一 个 极限 点 都 属于 /+(y); 
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(2) 如 果 Y 中 的 序列 | 并 z 站 收 魏 于 y 他 F(X) ,出 序列 fx 上 没有 收 贫 
的 子 序列 、 
11, 设 半 是 一 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 .证 明 : 是 Hausdorff 空间 
当 且 仅 当 X 中 每 一 个 收 全 序列 都 只 有 一 个 极限 点 . 
12. 设 X 是 一 个 拓扑 空间 .证 明 久 是 Hausdorf 空间 当 且 仅 当 积 空间 
XXX 的 对 角 线 A= (zz)EXXXj zcE 六 是 一 个 闭 集 . 


$6.2 正则 ,正规 ,T; ,T, 空间 


我 们 先 将 点 的 邻 域 的 定义 推广 到 对 于 集合 有 效 . 

定义 6.2.1 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,4 ，UCXS. 如 果 册 包含 
手 世 的 内 部 , 即 ACU', 则 称 集 合 是 集合 入 的 一 个 邻 域 .如果 
U 是 A4 前 一 个 邻 域 , 并 且 还 是 一 个 开 集 ( 闭 全 ) , 则 称 UU 是 A 的 一 
个 江 ( 闲 ) 邻 域 . 

定义 6.2.2 设 筠 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 X 中 的 任何 一 个 点 
和 任何 一 个 不 包含 这 个 点 的 闭 昧 都 各 有 一 个 开 邻 域 0, 它们 互 不 
相交 ( 即 如 果 TEX 和 ACX 是 一 个 闭 全 ,使 得 工作 4, 则 存在 工 
的 一 个 开 邻 域 U 和 及 的 一 个 开 邻 域 史 使 得 局 门 六 = 他 ), 则 称 括 
和 扑 空 间 瑟 是 一 个 正则 空间 . 

”定理 6.2.1 设 久 是 一 个 拓扑 空间 . 则 是 一 个 正则 空间 当 
且 仅 当 对 于 任何 点 工 EE 和 z 的 任何 一 个 开 健 域 UL, 下 在 x 的 一 
个 开 邻 城 V 局 得 VCU. 

证 明 必要 性 设 科 是 一 个 正则 空间 . 如果 zxEX ,集合 UU 
是 z 的 一 个 开 邻 域 , 则 口 的 补 集 [7 便 是 一 个 不 包含 点 z 的 闭 集 . 
于 是 z 工 和 UU 分 别 有 开 邻 域 U 和 V 使 得 串门 V = 多 .从 而 LN 
CV ,所 以 
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即 UTCUD. 

充分 性 设 zE 和 和 4 是 一 个 不 包含 z 的 闭 集 ,这 时 A 的 补 
集 A' 是 x 的 一 个 开 邻 域 ,根据 定理 中 所 陈述 的 条 件 可 见 , 有 z 的 
开 邻 域 口 使 得 UCA’. 令 V=U , 则 有 VA. 所 以 V 是 A 的 
一 个 开 邻 域 ,并 且 易 见 UN 站 V = 多 . 这 证 明 X 是 一 个 正则 空间 . 

国 

定义 6.2.3 设 发 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 X 中 的 任何 两 个 互 
不 相交 的 闭 集 各 有 一 个 开 领 域 并 且 这 两 个 邻 域 互 不 相交 ( 即 如 时 
4 ,BCX 都 是 采集 , 则 存在 A 的 一 个 开 邻 域 U 和 忆 的 一 个 开 辑 
域 QY 使 得 UU 站 V= P22), 则 称 括 补 空间 多 是 一 个 正规 空间 . 

定理 6.2.2 设 久 是 一 个 拓 提 空间 . 则 义 是 一 个 正规 空间 当 
且 仅 当 对 于 任何 一 个 闭 集 4 一 X 和 从 的 任何 一 个 开创 城 可, 存在 
入 的 一 个 开 邻 域 V 使 得 豆 手 局 

证 明 证 明 类 似 于 定理 6.2.1, 请 读者 自己 写 出 . 国 

正则 ,正规 性 质 与 $6.1 中 定义 的 To ,Ti 以 及 Hausdorff 请 
性 质 之 间 并 无 必然 的 蕴涵 关系 . 

例 6.2.1 正则 县 正规 的 空间 但 非 Te 空间 (因而 也 是 非 Ti ， 
非 Hausdorff 空间 ) 的 例子 . 

令 和 = 112,31 和 3 好 ,人 it2,3h 42,3 且 ,容易 验证 
《X, 细 是 一 个 拓扑 空间 ,并 且 是 一 个 正则 且 正 规 的 空间 . 留意 点 2 
和 点 3 立即 可 见 它 不 是 一 个 To 空间 . 

例 6,2,2 Hausdorff 空间 (因而 也 是 Ti ,Te 空间 ) 但 非 正则 
空间 也 非 正规 空间 的 例子 . 

记 实 数 空间 六 的 通常 拓扑 为 元 令 
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K={1inEz, | 
F=|G-EIGEN ECK! 
我 们 先 验 证 肌 是 及 的 一 个 拓扑 . 
(1) 民 = 民 一 多 ,其 中 REF CK ,所 以 民 E 玉 .此 外 同样 易 
见 多 = 放 玫 EE 有 . 
(2) 如 果 4 ,BE 所, 即 存在 G ,GEF 和 ,ECK 使 得 A 
=Gi-EBl 和 B=G,s- EE,, 则 有 
ANMB =(G1.~ ED)N(G, - E,) 
=(GNG,)- (EUE,) 
由 于 GG2E9 和 EUE,CK, 故 ANBE9. 
(3) 设 14,1yer 是 了 的 一 个 子 集 族 . 刘 对 于 每 一 个 YET, 存 
在 G,E3 和 和 EE,CK 使 得 A,=G, -EE,. 令 A=U,yerhy 和 6G= 
UyerGy, 则 显然 有 ACG. 并 且 容 易 验 证 下 =G~ACK.( 因 为 
如 果 x EE, 则 存在 YET 使 得 xE G, .然而 工 持 A,, 因 此 xzEE; 
CK.) 于 是 我 们 得 到 A=G -EE. 
我 们 已 经 证 明了 ( 民 ,入 ) 是 一 个 拓扑 空间 .此 外 我 们 也 容易 看 
出 多 沁 所 由 于 实数 空间 扫 , 急 是 一 个 Hausdorff 空间 ,所 以 拓扑 空 
间 ( 了 及 ,页 ) 也 是 一 个 Hausdorff 空间 . 
以 下 我 们 指出 (RR ,所 ) 不 是 一 个 正则 空间 ,也 不 是 一 个 正规 空 
间 . 为 此 注意 点 0 和 不 包含 点 0 的 闭 集 KK( 由 于 尽 一 KEK, 所 以 
KK 是 拓 孙 空间 (及 ,到 ) 中 的 一 个 闭 集 ). 假设 点 0 和 闭 集 KK 在 拓扑 
空间 (及 ,所 ) 中 分 别 有 开 邻 域 U 和 VV 使 得 UNV= 好 ,并 且 设 
Gi,GzEF 和 EE1,EsCK 使 得 U=G, -FE 和 V=G2s- EE, 成 
立 , 这 时 应 有 


UNV=(G NG)- (EUE,)= 好 
由 于 Bi UE2 是 一 个 可 数 集 , 而 当 Gi 站 G, 非 空 时 必然 是 一 个 不 
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可 数 集 ( 实 数 空间 中 的 开 集 必然 包含 着 一 个 开 区 间 ). 因 而 当 G, 站 
G; 非 空 时 上 式 将 导致 从 一 个 不 可 数 集中 除 掉 一 个 可 数 集 后 会 是 
一 个 空 集 的 矛盾 .这 表明 G 门 G, 一 定 是 一 全 空 集 . 从 而 由 此 得 到 
0 和 K 在 实数 空间 中 各 有 一 个 邻 域 G| 和 Ga 使 得 Gi 门 G, = 多 . 
这 又 是 一 个 矛盾 ,因为 在 实数 空间 中 点 0 是 集合 KK 的 一 个 凝 阳 
点 ,这 个 了 矛盾 说 明 我 们 原先 的 柑 定 不 正确 ,也 就 是 说 ,点 0 和 不 包 
含 点 0 的 拓扑 空间 (及 ,和 3 ) 中 的 闭 集 下 在 这 个 拓扑 空间 中 不 能 分 
别 有 开 邻 域 U 和 Y 使 得 U 人 个 V= 他 .这 就 证 明了 拓扑 空间 (六 ， 
马 ) 不 是 … 个 正则 空间 .此 外 如 果 我 们 注意 到 单 点 集 101 也 是 拓扑 
空间 (发 , 肌 ) 中 的 -- 个 闭 集 ,那么 以 上 论证 无 良 改 变 , 便 使 我 们 立 
妇 可 见 拓扑 空间 ( 受 , 乞 ) 也 不 是 一 个 正规 空间 . 

拓扑 空间 的 正则 性 和 正规 性 之 间 也 没有 必然 的 歼 涵 关系 、 

例 6-2.3 正规 空间 而 非 正则 空间 的 简单 例子 是 (X,9), 其 
中 X= 41,2,3| 和 3=1 ,41 是 2 ,12,3 直 ， 

定义 6.2.4 正则 的 Ti 空间 称 为 Ti 空间 ,正规 的 T 空间 
称 为 T4 空间 . 

由 于 了 , 空间 中 的 每 一 个 单 点 集 都 是 闭 集 , 因 此 了 空间 一 定 
是 T; 空间 , T 空间 一 定 是 Hausdorff 空间 . Ts 而 非 了 空间 的 一 
个 例子 { 它 自然 也 是 正则 而 非 正规 空间 的 例子 ) 可 见于 习题 第 6 
题 . 


最 后 ,我 们 证 明度 量 空间 满足 本 章 中 在 此 之 前 所 有 我 们 引进 
的 那些 定义 ( 指 Th 至 T, ,以 及 正则 正规 等 ). 为 此 ,我 们 只 要 证 
明 ; 

定理 6.2.3 每 一 个 度量 空间 都 是 T 空间 . 

证 明 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 .如果 z,yE X ,zx 天光 则 


d(x,y)>0. 令 e=d(z,y). 于 是 球形 邻 域 B(x, 入 ) 和 B(y, 邱 ) 
分 别 是 = 和 y 的 开 邻 域 ,并 且 易 见 它们 无 交 , 因此 X 是 一 个 
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Hausdorff 空间 ,自然 它 也 是 T; 空间 . 

现在 设 4 和 B 是 X 中 的 两 个 无 交 的 闭 集 .假如 A 和 B 中 有 
一 个 是 空 集 ,例如 B= 好 .这 时 我 们 可 以 到 X 为 A 的 开 邻 域 , 多 
为 B 的 开 邻 域 ,它们 的 交 当 然 是 空 集 , 以 下 假定 A 和 了 都 不 是 空 
集 . 根 据 定 理 2.4.9 可 见 , 对 于 x,y€ XX, 如 果 工 对 B, 则 d(x,B) 
>03; 如 果 y 作 4A, 则 df(y,4)>0. 记 


etz)= 冯 da(z,B)，8(z)= 玛 d(z,A) 
并 且 令 


U= Ua(zr,e(z))， v= (el) 
显然 U 和 V 分 别 是 A 和 B 的 开 邻 域 .以 下 证 明 UU 站 V= 多 .车 不 
然 , UV 天 好 . 设 =E UN V. 由 于 xzEU, 所 以 存在 x,€A 使 得 
d(z,z1)<e(x1), 由 于 zEV, 所 以 存在 y, EB 使 得 d (zz, yi) 声 
5(y1) .不 失 一 般 性 , 设 e(zx1) 之 6(y1). 于 是 我 们 有 
az) Sd(riz) ta(z,y) 
< 2e(z1)= d(xr,B) 
这 与 d(z1,8B) 的 定义 (d(xz1,B)=inf[d (x1,y)|y€B1) 巴 盾 , 这 
就 证 明了 X 是 一 个 正规 空间 关 


习题 


1. 设 和 是 一 个 拓扑 空间 .证 明 ; 壬 是 一 个 正则 空间 当 上 是 仅 当 如 果 x 所 
和 ,和 是 X 中 的 一 个 闭 集 , 使 得 = 和 A, 则 z 各 人 4 分 别 有 开 邻 域 Lr 和 V 使 得 
UNvV=g. 

2, 设 X 是 一 个 拓扑 空间 .证 明 :及 是 一 个 正夫 空间 当 且 仅 当 如 果 A 和 
电 是 XX 中 的 两 个 闭 集 , 使 得 A 门 B= 名 , 则 A 和 分别 有 开 邻 域 U 和 V 使 得 
UNV=g. 

3. 证 明 : 每 一 个 正则 的 T 空间 都 是 T; 空间 . 

4. 设 六 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 XX 的 任意 两 个 隔离 子 集 A 各 分 别 有 开 
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邻 堪 UU 和 VV 使 得 U 站 Y= 名 , 风 称 拓扑 空间 是 一 个 完全 正规 空间 . 证明; 一 
个 拓扑 空间 是 完全 正规 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 子 空间 都 是 正规 空间 . 
5 , 令 X=|(ri,z2) ER 1xs 妆 0 和 
B= 1Blr,e)l0Cec zr ,r= (x,72)EX} 
UiB(r,za) Ufr | z= (x ,72) ERX! 
〈 其 中 (zl ,x2) 表 示 的 是 RR 中 的 点 ,而 不 是 开 区 间 ，B(x ,se ) 表 示 R 中 通常 意 
义 下 的 球形 邻 域 . ) 证 明 ， 
(1) 多 是 X 的 某 一 个 拓 择 9 的 基 ; 
《2) 拓扑 空间 (X ,用 是 一 个 Ta 空间 ; 
(3) 拓扑 空间 (X ,了 ) 不 是 正规 空间 ， 
《提示 :为 证 明 (3) 考 虑 以 下 两 个 集合 
及 = 用 T1,0)EXIzI! 是 一 个 有 理 数 | 
B=1(z1.,0)EXIiz, 是 一 个 无 理 教 i 
证 明 它 信 不 浅 足 正规 室 间 定义 中 的 条 件 .》 
6. 记 实 数 集合 民 的 通常 拓扑 为 于 令 
=IG-ElIGEF,ECQ! 
证 明 : 
{1) 久 是 实数 集 全 到 的 一 个 拓扑 ; 
{2) 拓扑 空间 (只 , 责 ) 是 一 个 Hausdorff 空间 ; 
{3) 拓扑 空间 (及 ,和 ) 不 是 正则 空间 ,也 不 是 正规 空间 . 
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定理 6,3.1 [Urysohn 引 理 ] 设 X 是 一 个 拓 填 空间 ,[e ,pb 
是 一 个 闭 区 间 . 则 是 一 个 正规 室 间 当 且 仅 当 对 于 X 中 任意 两 个 
无 次 的 闭 集 4A 和 日 ,存在 一 个 连续 映射 FX->[a 6] 使 得 当 @rE 


中 ”如 果 把 这 笑 写 战 . 氏 4A) = la 就 不 对 了 ,因为 我 们 并 没有 假定 4 天 人 .同样 ， 
也 不 甬 和 后 面 一 名 活 收 成 AB) = 15}. 
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及 时 f(x)=a 和 当 zIEB 时 f(x)=b， 

证 骨 由 于 闭 区 间 [a ,8 同上 是 于 单位 闭 区 间 10,1] ,所 以 我 们 
只 要 对 [a ,8]=[0,1] 的 情形 证 明 这 个 定理 . 

充分 性 假设 定理 中 陈述 的 条 件 成 立 . 设 A 和 B 是 XX 中 的 
两 个 无 交 的 闭 集 ,f:X 一 [0,1] 是 一 个 连续 映射 使 得 当 zEA 时 


有 f(zx)=0 和 当 zEB 时 有 f(z)=1. 册 于 集合 [0, 坝 ) 和 (二 ,1 
是 [0,11 中 两 个 无 交 的 开 集 ,所 以 U = "1'《[0, 二 和 V= 


广 !(( 二 ,1) 是 和 中 的 两 个 无 交 的 开 集 ,并 且 易 见 4 性 可 和 BC 
VY .这 证 明 XX 是 一 个 正规 空间 . 

必 杜 性 设 X 是 一 个 正规 空间 . 设 A 和 电 是 X 中 的 两 个 无 
交 的 闭 集 ， 

令 Q =@ 站 [0,1], 即 久 ; 是 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 攀 成 的 集 
合 ,由 于 Qi 是 一 个 无 限 的 可 数 集 , 故 有 一 个 一 一 鼎 射 +: 史 ,一 QQ， ， 
因此 Qi = rt1),r(2),r(3)，… 小 .我 们 不 妨 设 (1)=1 和 (2) 
=0. 我 们 徐 将 每 一 个 有 理 数 x(n)EG, ,对 应 着 4 的 一 个 开 邻 域 
UL.o 使 得 满足 条 件 

(1) Uw= Bs 

(2) 如 果 rn)<r(m), 则 Uz Ue); 

现在 我 们 来 按 归 纳 的 方式 定义 A 的 诸 开 邻 域 如 ,如 下 : 首 
先 令 Di = Uw; = 请 " ,并 且 ( 根 据 定理 6.2.2) 任 意 选 取 Uo = La 
为 A 的 一 个 开 邻 域 使 得 DCUa) .此 时 易 见 Uy 和 Ut) 满足 
以 上 条 件 {1) 和 (2). 对 于 n>2, 假 定 A 的 诸 开 邻 域 Ua, Uc) ， 
,Dn-v 已 经 定义 并 且 满 足 上 述 条 件 (1) 和 (2), 我 们 来 定义 
Dn : 记 在 诸 实 数 (1),r(2),…,r(n 一 1) 中 小 于 r(x) 的 各 数 
中 的 最 大 的 一 个 为 >, 大 于 r《n) 的 名 数 中 最 小 的 一 个 为 5 ,根据 
定理 6.2.2, 我 们 选取 UU 为 U; 的 一 个 开 邻 域 使 得 U7,) 己 UU,. 
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从 Un 的 取 法 直接 可 见 A 的 语 开 邻 域 Un 了 Ue Un 
Uw 仍然 满足 条 件 (1) 和 (2). 
根据 归纳 原则 ,A 的 请 开 邻 域 Uo), Uo) ;Us ，… 已 经 全 部 
定义 并 且 它 们 满足 条 件 (1) 和 (2). 
定义 映射 ;多 一 [0,1] 使 得 对 于 任何 xEX， 
_ inffr€EQi [rEU,| 如 果 z FB 
ra 如 果 IEB 
显然 ,如 果 zEA, 则 由 于 zcE Uo(= Uey), 所 以 f(z)=0, 如 果 
XB, 则 根据 映射 了 的 定义 便 有 f(x)=1. 剩 下 的 工作 便 只 有 验 
证 映射 了 的 连续 性 了 . 
我 们 已 知 
Faw) aERIVU{(-%,8)| 5 ER! 
是 实数 空间 以 的 一 个 子 基 ( 参 见 例 2.6.2), 令 员 是 集 族 多 在 [0,1] 
上 的 限制 ,好 区 = 强 (ou . 则 
%={(a,1].a€LODIUIO, B15E C,HNU! Sg,10,1]! 
是 [0,1] 的 一 个 子 基 (参见 $3.1 习题 4》. 事实 上 容易 知道 ,从 6 
中 去 掉 好 和 [0,1] 两 个 元 素 后 得 到 的 集 族 
#1g,[0,1]} 
仍 是 [0,1] 的 一 个 子 基 . 根 据 定理 2.6.5, 为 验证 奠 射 了 的 连续 性 ， 
只 要 验证 [0,1] 的 子 基 9 的 每 一 个 元 素 的 了 原 象 都 是 X 的 开 集 . 
因此 为 验证 的 连续 性 只 要 验证 下 面 的 (a) 和 (b) 两 条 . 
《a) 对 于 任何 a [0,1) ,集合 f7'((a,1]) 是 XX 中 的 一 个 开 


集 . 

为 证 此 , 设 a€[0,1). 则 xz€Ef 1((a,1]) 当 且 仅 当 f(x)> 
,这 又 当 且 仅 当 或 者 inffrE Qi |xE U,] >4a 或 者 zE BB. 然而 
inf{rEQj |ze U,1>a 的 一 个 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 有 理 数 
r>a 使 得 z 入 U7 .因此 
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f(a1D))=( U UIUB 


sa 
然而 由 于 对 于 任何 "ER ,我 们 都 有 BCU ,所 以 
fal)= Uv 


rareQr 


图 此 产 !((a,1]) 是 XX 中 一 族 开 集 之 并 ,所 以 它 是 六 中 的 一 


{b) 对 于 任何 万 E (0,1], 集 合 广 !([0,5)) 是 买 中 的 一 个 开 
集 . 

为 证 此 , 设 5E 《0,11.zE€f 了 1([0,5)) 当 且 仅 当 f(x)<5, 亦 
基 inffr€€Q11 rE U,|<5, 这 也 就 是 说 存在 有 理 数 +<45 使 得 xz 
EN,. 所 以 

F060))=, ML, 

即 了 1([0,6)) 是 XX 中 一 族 开 集 之 并 ,所 以 它 是 义 中 的 一 个 开 
集 . 

至 此 ,定理 全 部 证 明 完毕 . 图 

Uryschn 引 理 是 我 们 在 本 书 中 迄今 接触 到 的 内 容 最 为 深刻 ， 
并 且 有 着 许多 重要 应 用 的 一 个 定理 (本 节 后 文中 将 其 应 用 于 证 明 
Tietze 扩 张 定理 便 是 一 例 ). 作为 它 的 应 用 的 一 个 简单 的 例子 ,我 
们 先 给 出 ; 

定理 6.3.2 了 空间 中 任何 一 个 连通 子 集 如 果 包 含 着 多 于 
一 个 点 ， 则 它 一 定 是 一 个 不 可 数 信 ， 

证 明 设 C 是 T, 空间 X 中 的 一 个 连通 子 集 . 如 果 C 不 只 包 
含 着 一 个 点 ,任意 选取 zyE C,z 天 ?对 于 人 空间 X 中 的 秃 个 
无 交 的 闭 集 1z} 和 jy| ,应 用 Urysohn 引 理 可 见 , 存 在 一 个 连续 映 
射 F:X~[0,1] 使 得 Zr)=0 和 7y)=1. 由 于 CC 是 X 中 一 个 连 
通 子 集 , 所 以 f(C) 也 连通 .由 于 0,1€ 了 (C), 所 以 FC)=10,H. 
由 于 [0,1] 是 一 个 不 可 数 集 ,所 以 C 也 是 一 个 不 可 数 集 ， 国 

在 证 明 Tietze 扩张 定理 之 前 ,预先 给 出 一 个 引 理 , Urysohn 引 
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理 在 证 明 Tietze 扩张 定理 中 的 作用 完全 体现 在 这 个 引 理 的 证 明之 
中 . 
引 理 6.3,3 设 羡 是 一 个 正规 空间 ,A 是 XX 中 的 一 个 闭 子 
集 ,4 是 一 个 正 实数 . 则 对 于 任何 一 个 连续 映射 
g:A>[- A,4) 
课 在 着 一 个 连续 映射 
[二 ] 
使 得 对 于 性 何 aE 人 有 
la(e) -~g' (oS3A 
证 明 设 g:4-[- 1, 让] 是 一 个 连续 号 射 . 令 
P= |[ -3 Q= [44,4 
以 及 
B=g '(P), G=g CQ) 
志和 页 是 A 中 的 ,从 而 也 是 X 中 的 ,两 个 无 交 的 闭 集 . 根据 Ury- 
sohn 引 再 (定理 6.3.1) 存 在 一 个 连续 映射 g': X 一 [一 亏 , 于 X] 
使 得 当 xE 记 时 有 g'(z)= 一 入, 当 xE 从 时 有 g*(z)== 访 4 
以 下 验证 映射 g" 满足 引 理 要 求 : 设 a& A. 如 果 aEP, 则 有 g(a) 
EL -4 一 Xj 和 g'(a)= 一 二 X, 因 此 
0<g° (a) -g(a)<$2 
类 似 地 , 当 aE6 时 有 
Og(a) -8" (a)<32 


此 外 ,如 果 aEA (BUG) 则 有 g(a),g' (a)E[- 专 4, 去 4]， 
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因此 
| 


定理 6.3.4 [Tietze 扩张 定 理 ] 设 及 是 一 个 拓 盾 空间 ,[&， 
5] 是 一 个 闭 区 间 . 则 和 是 一 个 正规 室 间 当 且 仅 当 对 于 义 中 的 任 
何 一 个 朋 集 A 和 任何 一 个 连续 映射 

f:Am[a,b] 
有 一 个 连续 映射 
g:X—[a,6] 

是 了 的 扩张 

证 明 由 于 任何 一 个 闭 区 间 都 同 胚 于 [- 革 ,1] ,不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 以 假定 [a ,5]=[ 一 1,1]. 

充分 性 设 A 和 B 是 XX 中 的 两 个 无 交 的 闭 集 .定义 映射 
所 AUB*[ 一 1,1] 使 得 当 xEA 时 有 f(z)=-1 和 当 zEB 时 
有 f(x)=1. 易 见 了 是 一 个 连续 映 射 .因此 根据 定理 中 所 陈述 的 条 
件 , 映 射 有 一 个 连续 的 扩张 g:X*[ 一 1,1]. 显然 当 zE A 时 有 
g(z)= 一 1 和 当 x&€B 时 有 g(z)=1. 根 据 定理 6.3.1, 这 就 证 明 
了 站 是 一 个 正规 空间 . 

必要 性 ” 设 久 是 一 个 正规 空间 ,A 是 X 中 的 一 个 闭 集 ， 
fA4*[ 一 1,1] 是 一 个 连续 映射 .我 们 按 归 纳 方式 对 于 每 一 个 之 
0 定义 一 个 连续 映射 

A=|- (3), (3)] 
和 对 于 每 一 个 x 之 1 定义 一 个 连续 映射 
一 人 一 
sx [二 (全 ) ”于 ( 生 ) 

如 下 : 令 太 = 大 4A 一 [一 11]. 对 于 症 >0, 银 设 映射 庆 ,已 经 定 
义 . 由 引 理 6.3,3 知 存在 连续 映射 g, 使 得 对 于 任何 a A， 


1P-a -g(a)<($) 
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并 且 定 义 映射 ,使 得 对 于 每 一 个 a€ A 有 扩 (a)= 扩 -Ce)- 
gr (4) .显然 映射 /是 连续 的 .根据 归纳 原则 映射 序列 | ,1 .6 和 
映射 序列 |g,] ,1 均 已 定义 . 
定义 映射 g:X-*[ -1,1] 合 得 对 于 每 一 个 xE XX， 
g(r)= (7) 
设 x 所 六 .由 于 对 于 每 一 个 n 之 ] 有 
1 2 nl 

lg(z)|<3 ($ ) 
所 以 级 数 > isv(z) 收 倒 , 并 且 收 敏 于 [ -1,1] 中 的 点 ,因此 映射 
8 的 定义 是 确切 的 . 


以 下 验证 g 满足 定理 的 要 求 .首先 验证 映射 g 是 连续 映射 
在 关上 的 一 个 扩张 . 设 a€ A. 对 于 每 一 个 za 之 1 由 于 


Df Da) ga) 


所 以 


fla)= fla)— 于 zw 
于 是 


fola)— Delo) <(3 ) 


在 上 式 中 令 n>oo 可 见 f(a)= f(a)=gta). 
剩 下 要 做 的 事 是 验证 映射 g 的 连续 性 . 为 此 设 二 是 X 中 的 任 
意 一 点 .对 于 任意 给 定 的 实数 6 >0, 选 取 整 数 N>0 使 得 
> xl 
R33) < 
对 于 每 一 个 4=1,2,…, NN, 由 于 映射 g, 是 连续 的 , 故 存在 x 的 
一 个 邻 域 , 设 为 U, ,使 得 当 yE U, 时 有 


Iga (9) 一 gf 区 


E 


Tri 
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于 是 当 yE nn 2 站 … 站 Un 我 们 便 有 
eg(y) 一 ECz) 


= | Den 


< ea tal) 


+ > lg.(zx)|<e 


这 就 证 明了 映射 g 在 点 z 处 的 连续 性 .由 于 z 是 X 中 的 任意 一 个 
点 ,所 以 映射 g 是 一 个 连续 映射 国 


习 题 


1. 设 XX 是 一 个 T 空间 ,U 是 中 的 ~ 个 开 集 ,C 是 X 中 的 一 个 连通 
子 集 ,并 且 UN C 了 2. 证 明 ;如 果 己 包含 着 多 于 一 个 点 , 虽 UC 是 一 个 不 
可 数 集 . 

2. 设 A 是 正规 空间 和 中 的 一 个 闭 集 .证 明 :对 于 任何 一 个 连续 映射 
让 A 一 [0,1]" ,有 一 个 连续 映射 gE:X->[0,1]" 是 映射 的 扩张 . 

3. 证 明 Tietze 扩张 定理 草 肖 Urysohn 引 理 . 

4”, 设 六 是 一 个 正规 空间 ,A 是 X 中 的 一 个 闭 子 集 , fA-* 中 是 一 个 连 
续 映 射 .证 明 ; 有 个 连续 映射 g: 久 一 及 是 映射 A 的 扩张 . 


§6.4 完全 正则 空间 ,Tychonoff 空间 


定义 6.4.1 设 久 是 一 个 拓 扣 空间 .如 果 对 于 任意 XE 和 
芋 中 任 柯 一 个 不 会 点 工 的 闭 集 B 存在 一 个 连续 映射 :XX 一 [0,1] 
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使 得 f(z)=0 以 及 对 于 任何 yE B 有 f(y) = 1,0 则 种 括 扑 空间 
下 是 一 个 完全 正则 空间 . 

完全 正则 的 TT 空间 称 为 Tychonoff 空间 ,或 了 ;空间 . 

定理 6.4.1 每 一 个 完全 正则 空间 都 是 正则 空间 . 

证 明 设 筷 是 -- 个 完全 正则 空间 . 设 zEX,.B 是 X 中 的 一 
个 不 含 点 x 的 团 集 , 则 存在 连续 映射 广 X-~[0,1 使 得 f(x)=0 
和 对 于 任何 bE 有 ft6)=1, 于 是 /1([0, 志 )) 和 了 1(( 诗 ,11) 
分 别 是 点 z 和 闲 集 B 的 开 邻 域 ,并 且 它 们 无 交 .这 表明 羡 是 一 个 
正则 空间 量 

根据 定理 6.4.1 明显 可 见 , 竺 一 个 Tycholoff 空间 都 是 了 空 
间 .根据 Urysohn 引 理 也 容易 看 出 ,每 一 个 工 , 空间 都 是 Tyeholoff 
空间 ,但 反之 不 真 , 有 关 的 例子 可 以 参见 86.2 习题 第 5 十， 

定理 6.4.2 每 一 个 正则 且 正 规 的 空间 都 是 完全 正则 空间 . 

证 明 设 XX 是 一 个 既 正 则 又 正规 的 空间 . 设 zxEX,B 是 
中 的 一 个 不 包含 点 zx 的 闭 集 .由 于 XX 是 一 个 正则 空间 ,根据 定理 
6.2.1, 点 工 有 一 个 开 邻 域 品 使 得 UCB”. 令 A=DU 则 A 和 B 是 
站 中 无 交 的 两 个 闭 集 . 由 于 X 是 一 个 正规 空间 ,应 用 Urysohn 引 
理 可 见 , 存 在 一 个 连续 映射 f: XX 一 [0,1] 使 得 对 于 任何 yE€ A 有 
f(y)=0 和 对 于 任何 yEB 有 fy)=1. 由 于 zxEAh, 故 x)=1， 
这 就 证 明了 X 是 一 个 完全 正则 空间 ， 国 

定理 6.4.3 【Tychonoff 定理 ] 每 一 个 正则 的 Lindelaff 空 
间 都 是 正规 空间 . 

证 明 设 X 是 一 个 正则 的 Lindeloff 空间 . 设 A 和 B 是 久 中 
的 两 个 无 交 的 闭 集 . 对 于 每 一 个 zE A, 出 于 x 人 8, 根 据 定理 
6.2,1 可 见 ,存在 z 的 一 个 开 邻 域 U, 使 得 U> CB , 即 U; 门 B= 
如 . 集 族 1U, [x E Al 是 闭 集 A 的 一 个 开 覆 盖 . 由 于 Lindeloff 空间 


中 不 能 把 这 人称 话 写成 所 B) = 11| ,因为 没有 B 非 空 的 假定 . 
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的 每 一 个 闭 子 空间 都 是 Lindeloff 空间 (参见 定理 5.3.4), 易 见 A 
的 开 覆 盖 | U, 1x€EA| 中 有 一 个 可 数 子 族 , 设 为 {Ui ;sz, ,仍然 覆 
盖 A .注意 : 对 于 每 一 个 iEZ, ,有 U7 站 B= 他 . 同 理 ,集合 日 也 
有 一 个 可 数 开 覆盖 { V; | ,ez, ,使 得 对 于 任何 iEZ, 有 Vi 门 A = 
gf. ， 


现在 ,对 于 每 一 个 n EZ , 令 


U: =U,- Uv 
vi=v.- Uv; 
显然 U; 和 VV; 都 是 开 集 .对 于 任何 m,nE2,， 
UNVi=g 
因为 车 设 m 志 nn , 则 有 
ViCV,cUv 
令 
Ur=UUu, vi=Uv: 
EZ, nez, 


它们 都 是 开 集 ,并 且 
uNnv=U AUINV)-g 

现在 只 剩 下 证 明 ACU" 和 Bev 了 .不 失 一 般 性 ,我 们 验 
证 前 者 ;如 果 x EA, 则 存在 GZ 使 得 zxE U,, 另 一 方面 ,出 于 
诸 V; 与 4 无 交 , 所 以 对 于 任意 i E22 ,有 x 革 Vi .因此 xz 
UU; ,于 是 zEU*， 吉 

$6.1,86.2 和 本 节 中 定义 的 To, Ti, Ta ( Hausdorff), 
TT ,Tas( 妈 Tychonoff》, TT 以 及 正则 和 正规 等 拓扑 空间 的 性 质 统 
称 为 分 离 性 公理 - 现 将 满足 诸 分 离 性 公理 的 拓扑 空间 类 之 亲 的 草 
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涵 关 系列 为 图 表 6.1.9 


五 5 空间 上 


五 了 


正则 
空间 


正则 正直 
完全 正则 空间 上 一 一 | 


图 表 6.1: 各 分 疮 性 公理 之 间 的 关系 


酝 已 可 洱 


习 是 


1, 设 义 是 一 个 拓扑 空间 .证明 : 义 是 一 个 Tychonoff 空间 当量 仅 当 对 于 
伍 何 x€ 义 和 任何 一 个 不 包含 点 xz 的 闭 集 或 单 点 于 集 和 4 ,存在 一 个 连续 映射 
所 X-*[0,1] 使 得 fx)=0 和 对 于 任何 a€A 有 f(a)=1. 

2. 设 义 是 一 个 连通 的 Tychonoff 空间 ,并 且 XX 不 是 单 点 集 .证 明 :XX 中 
的 每 一 个 非 空 开 集 都 是 一 个 不 可 数 集 、 

3. 证 明 :每 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 正则 空间 都 是 完全 正则 空间 ， 

4. 设 义 是 一 个 拓 扩 空间 . 记 下 为 众多 到 单位 闭 区 局 [0,1] 的 所 有 连续 
怠 射 构成 的 集合 .对 于 每 一 个 JE F, 记 2, = |zEXIA(z) 冯 0|. 证 明 :X 蚌 
一 个 完全 正则 空间 当 且 仅 当 集 族 | Zr1FE Fi 是 六 的 一 个 基 . 


$6.5 分 离 性 公理 与 子 空间 ,( 有 限 ) 
积 空间 和 商 空间 


本 书 正 文中 提 到 的 所 有 的 分 离 性 公理 有 Tu, Ti,Tz( 即 


中 参见 第 148 页 牌 注 . 
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Hausdodf 让 ,全 ,全 ( 即 了 ychenoff) ,了 T, 以 及 正则 和 正规 等 ,它们 
都 是 经 由 开 集 或 者 经 由 通过 开 集 定义 的 概念 来 陈述 的 ,所 以 它们 
必然 都 会 是 拓扑 不 变性 质 . 但 是 我 们 还 是 蛛 意 完全 形式 地 作 一 番 
验证 ,但 只 是 以 --- 种 情形 为 例 ,其 它 的 请 读者 自己 去 作 . 

定理 6.5.1 设 多 和 Y 是 两 个 同 且 的 拓 补 空间 .如 果 羡 是 一 
个 完全 正 出 的 空间 , 则 了 也 是 一 个 完全 正则 的 空间 . 

证 明 设 h:X-Y 是 一 个 司 胚 .对 于 YY 中 的 任意 一 个 点 x 
和 任何 一 个 不 包含 点 z 的 闭 集 B,h (zx) 和 hh 1(B) 分 别 是 XX 中 
的 一 个 点 和 一 个 不 包含 点 -1(z) 的 闭 集 .由 于 义 是 一 个 完全 正 
列 空 间 , 故 存在 一 个 连续 映射 了 7; 久 一 [0,1] 使 得 f(h (x))=0 
和 对 于 任何 yE f°'(B) 有 f(y)=1. 于 是 连续 映射 g= 了 。h 1!: 
Y 一 [0,11 满 足 条 件 ;g(zx)=0 和 对 于 任何 zEB 有 g(z)=1， 因 

To:Ti 和 即 Hausdorff, Ts ,Tys( 即 Tychonoff), 以 及 正则 
都 是 可 遗传 的 性 质 .我 们 也 只 是 举 一 例 证 明之 ,其余 的 留 给 读者 自 
己 去 作 . 习 题 第 1 题 中 的 结论 表明 正规 和 了 , 对 于 财 子 空间 是 可 
遗传 的 性 质 . 

定理 6.5.2 正则 空间 的 每 一 个 于 空间 都 是 正则 室 间 。 

证 明 设 X 是 一 个 正则 空间 ,Y 是 X 的 一 个 子 室 间 . 设 y€ 
Y 和 B 是 Y 的 一 个 闭 集 使 得 y 对 B. 首 先 ,在 多 中 有 一 个 闭 集 久 
使 得 再 站 了 = B., 因 此 y 对 让 ,由 于 XX 是 一 个 正则 空间 ,所 以 y 和 
各 分别 在 X 中 有 开 邻 域 (对 于 拓扑 空间 X 而 言 ) 放 和 立 使 得 语 站 
VV= 8. 令 U=DNY 和 V= 立 仆 Y, 它 们 分 别 是 y 和 且 在 子 空 
闻 YY 中 开 急 域 ,此 外 易 见 UN 人 NV= 好 ， 于 

Th ,Ti( 即 Hausdorf) ,Ts ,Ts ( 即 Tychonoff) ,以 及 正则 
都 是 有 限 可 积 性 质 ,我 们 举 正 则 和 完全 正则 的 情形 为 例 予 以 证 明 ， 
其 祭 留 给 读者 自己 去 作 . 习题 第 3 题 中 的 结论 表明 正规 和 T, 不 
是 有 限 可 积 性 质 . 

定理 6.5.3 设 Xi,,X,,…, 久 , 是 nn 六 1 个 正则 空间 . 则 积 空 
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间 XIX RX… XX 也 是 正则 空间 . 

证 枯 ”我 们 只 要 证 明 mn =2 的 情形 ,理由 参见 $4.1.》 

设 工 = 《x1 ,X23) EXIXX;, 集 合 U 是 在 XxX; 中 的 一 个 
开 邻 域 . 划 有 ri 在 X, 中 的 一 个 开 邻 域 Ui ,和 zx; 在 X; 中 的 一 
个 开 邻 域 U;, 使 得 Ui x UU. 由 于 XI 和 XX, 都 是 正则 空间 ， 
故 xx, 在 Xi 中 有 一 个 开 邻 域 V, 使 得 Vi 己 Ui,zx; 在 X, 中 有 一 
个 开 邻 域 V, 使 得 V CU ,于 是 mx 太 是 z 在 XixX; 中 的 
一 个 开 邻 域 ,并 县 

VXW=VixXViCUxXUTU 

这 就 证 明了 X, xX X, 是 一 个 正则 空间 重 

引 理 6,5.4 设 映 射 z:[0,1 一 [0,1] 定 义 为 :对 于 任意 1= 
(152)E {0,1], 


m(£)=maxi ti, to} 
则 zm 是 一 个 连续 映射 
证 明 对 于 每 -个 a€ 《0,1]， 
m!([0,a))=[0,a¥ 
是 [0,1] 中 的 一 个 开 集 ;而 对 于 每 一 个 5E[0,1)， 
mm!'([0,6])={0,6} 
是 [0,1 中 的 一 个 闭 集 ,因此 
ma (C6,1])=m (0,1] ~ [0,8])=[0,1P —m (((0,6]) 
是 [0,1 了 中 的 一 个 开 集 . 由 于 集 族 
= {{[0,a)la€E (OUtGE,1]5ETO.DI! 
是 [0,1] 的 一 个 子 基 , 故 根据 定理 2,6.,5 可 见 m 是 一 个 连续 映射 ， 
恒 
在 引 理 6.5.4 的 证 明 中 提 到 的 是 [0,1] 的 一 个 子 基 这 件 
事 ,我 们 在 证 明 Urysohn 引 理 (定理 6.3.1) 时 已 经 作 过 论证 . 
定理 6.5.5 设 Xi ,X2 ，…，,X, 是 之] 个 完全 正则 空间 . 则 
积 空间 XI x X; x…X 导 ,也 是 党 全 正则 空间 
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证 明 我们 只 要 证 明 mn =2 的 情形 . (理由 参见 $4.1.) 

设 z=(xi,x2)EX1iXXz 和 BB 是 XixX 中 的 一 个 不 包含 
的 闭 集 . 则 存在 z; 在 X 中 的 一 个 开 邻 域 U, 和 xz; 在 X, 中 的 
一 个 开 邻 域 UU 使 得 

z=(xi ra EU XU CX XX -B 

由 于 Xi 和 X 都 是 完全 正则 空间 ,所 以 对 于 任何 ;=1,2, 有 连续 
映射 :XX 一 [0,1] 使 得 f(z;)=0, 并 且 对 于 任何 y, EX 一 UU. 
有 f(y.)=1. 

定义 映射 方 x 记 : XX x 六, 一 [0,1]? 使 得 对 任意 

9913) EX XK fxX falCy1,y2)) = f(y1), fely2)) 

由 于 po《 记 X 五) 二 所。pi( 其 中 ;是 XxX, 的 第 ;个 投射 ， 
声 是 [0,1]? 的 第 i 个 投射 ). 因此 六。( 户 x 户 ) 连 续 . 根据 定理 
3.2.7 可 见 fi x 所 是 一 个 连续 映射 . 

令 f=mm 9( 甩 XX 记 ):XLX Xs 一 [0,1], 其 中 映射 x:[0,1 
一 [0,1] 的 定义 见于 定理 6.5.4 中 ,由 于 它 是 两 个 连续 映射 的 复 
合 ,所 以 连续 .此 外 ,我 们 有 : 

Fr)=m °° (fx fa) (xz) 
=max{fi{zx1) ,f(z2)]=0 
并 且 和 如果 y= (yi,y2)E XX XX; - Ux U2, 则 或 者 yi Ui 或 
者 yz 作 D ,因而 或 者 广 (y: )= 1 或 者 户 (加 )= 1, 从 而 此 时 有 ， 
fy)=m o (fi Xfo)(y) 
=max{ fiCy), f(y) =1 
由 于 BCX, XxX; - Ui x U,, 故 对 于 每 一 个 yE 8B 有 f(y)=1, 这 
就 完成 了 积 空间 X; x X, 是 一 个 完全 正则 空间 的 证 明 、 者 

至 于 本 书 正 文中 提 到 的 所 有 分 离 性 公理 都 不 是 可 商 性 质 这 个 

结论 ,可 以 通过 适当 的 反例 来 指出 . 
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例 6.5.1 由 于 实数 空间 及 是 一 个 度量 空间 ,所 以 它 满足 本 
书 正文 中 提 到 的 所 有 分 离 性 公理 .在 实数 空间 及 中 给 出 一 个 等 价 
关系 ~ 使 得 对 于 任意 xz,yE ,zz 一 y 的 充分 必要 条 件 是 或 者 z,y 
E(-o0,0]; 识 者 x,yE(0,1); 或 者 z,yE [1,co), 将 所 得 到 的 
商 空间 记 为 Y. 换言之 , Y 便 是 在 实数 空间 中 分 别 将 集合 4 = 
(-%,0],B=(0,1) 和 C=[1,%) 各 粘 合 为 一 个 点 所 得 到 的 拓扑 
空间 .事实 上 了 = 1A ,B,Ci} .容易 验证 Y 的 拓扑 便 是 { ,14， 
BI,1A1,1A ,Cl,1A,B,CI| .考察 点 A 和 点 下 可见, 了 不 是 人 
空间 ,因此 也 不 是 T,《 即 Hausdorff), Ty, Ts( 即 Tychonoff), 以 
及 本 空间 .此 外 ,考察 两 个 单 点 闭 集 {A1 和 [C1 可 见 ,Y 既 不 是 
正则 空间 也 不 是 正规 空间 ,此 外 容易 验证 了 是 一 个 Ts 空间 . 

上 述 例子 尚 没有 说 明 Tu 不 是 可 商 性 质 .事实 上 例 3.3.1 中 
所 给 出 的 实数 空间 中 的 那个 商 空间 是 包含 着 两 个 点 的 平庸 空间 ， 
当然 也 就 不 是 To 空间 了 .然而 例 3.3.1 并 不 能 代替 例 6.5.1， 
为 平庸 空间 既是 正则 空间 ,也 是 正规 空间 . 


习 题 


1. 证 明 : 正 规 空间 {或 T 空间 ) 的 每 一 个 闭 子 空间 都 是 正规 空间 { Ti 空 
间 ) 
2 . 给 出 一 个 正规 空间 ,使 得 它 的 某 一 个 子 空间 不 是 正规 空间 . 
3" ,证明 : 
(1) 实数 下 限 拓扑 空间 怠 是 一 个 T, 空间 ; 
(2) 两 个 实数 下 限 拓 扑 空间 的 积 空间 依 ? 不 是 正规 空间 .《 提 东 ,为 证 明 
(2) 考 虑 积 空间 中 的 两 个 子 集 : 
及 = zy)ER?I|x+y=1,z 是 有 理 娄 | 
B=|(z,y)ERI|z+y=1,z 是 无 理 数 | 
指出 它们 不 满足 正规 空间 定义 中 的 条 件 . ) 
4. 设 和 是 -- 个 拓扑 空间 ,一 是 X 中 的 一 个 等 价 关系 ,p:X 一 X/ ~ 是 自 
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然 投 射 -证明 : 商 空间 X/ 一 是 一 个 Ti 空间 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 yE 对 -~， 
合 产 1) 是 又 中 的 闭 集 ， 
5. 令 
D=1(r ,OER IzERIUI(z DER: [|rER! 
为 欧 氏 平面 立 ' 的 子 空间 -将 中 中 每 一 对 点 (z,0) 和 (x,1)( 其 中 民 >0) 赂 合 
起 来 ,得 到 的 南 室 阿 记 为 .证 明 : 
(1) 了 是 一 个 了 空间 ， 
(2) 了 不 是 Hausdorff 空间 
{3} 每 一 点 xEY 在 Y 中 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 实数 空间 准 . 
6. 构造 实数 空间 民 的 一 个 商 空间 ,使 得 它 不 是 Th 空间 ,不 是 正则 空间 ， 
也 不 是 正规 空间 【因此 不 满足 所 有 的 分 离 性 公理 . 多 提示 :综合 例 6.5.1 和 
例 3.3.1 中 用 到 的 技巧 .) 


86.6 可 度量 化 空间 


先 回忆 一 下 在 第 二 章 中 的 可 度量 化 空间 的 定义 . 一 个 拓扑 空 
间 称 为 是 可 度量 化 的 ,如果 它 的 拓扑 可 以 由 它 的 某 一 个 度量 诱导 
出 来 .我 们 已 经 在 许多 章节 中 研究 过 度量 空间 的 一 些 拓扑 性 质 ,这 
些 拓扑 性 质 当然 也 是 可 度量 化 空间 所 具有 的 .在 这 一 章 中 我 们 部 
分 地 回答 具有 什么 样 的 拓扑 性 质 的 拓扑 空间 是 可 度量 化 空间 这 个 
问题 . 

定理 6.6.1 [Urysohn 嵌入 定理 ] 每 一 个 满足 第 二 可 教 性 
公理 的 T 空间 都 间 甩 于 Hilbert 空间 订 的 某 一 个 子 空间 ， 

证 明 设 义 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 T 空间 .根据 定 
理 5.3.1 和 定理 6.4.3, 可 见 是 一 个 正规 空间 . 

设 旬 是 X 的 不 食 空 集 作 为 它 的 元 素 的 一 个 可 数 基 . {拓扑 空 
间 的 任何 一 个 基 如 果 以 空 集 为 它 的 一 个 元 素 , 把 空 集 去 掉 后 剩 下 
的 部 分 还 是 一 个 基 . ) 这 时 笛 卡 儿 积 胞 x 贸 是 可 数 的 . 令 

w= |(U, ESXSUCVI 
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它 是 第 卡 儿 积 多 x 煞 的 子 集 ,所 以 是 可 数 的 .因此 可 将 zf 中 的 元 案 
无 列 油 地 排 成 序列 : 

(Us VO (Ua, Vi) Vis Vi) ,ee 
( 当 zt 是 一 个 有 限 集 时 ,可 无 限 重复 它 的 任何 一 个 元 素 ) 我 们 重 
申 : 对 于 每 -个 iE2, 有 Ui CY. 

对 于 每 一 个 jiE ,由 于 刁 是 一 个 正规 空间 ,根据 Urysohn 
引 理 ,我 们 可 以 选取 -个 连续 映射 天 : X-=[0,1] 使 得 对 于 任何 x 
EL 及 (z)=0 和 对 于 任何 zEX- VW 有 f(x)=1. 

定义 映射 /:X 一 下 使 得 对 于 每 一 个 EX， 

fF2)= (fw) f(z) F(z) ) 
由 于 对 于 每 一 个 iE, ,0<SA(z)s1. 所 以 
> ($i) <o 
因此 f(z)&HH .这 也 就 是 说 映射 广 的 定义 是 合理 的 .我 们 要 证 明 
的 是 映射 了 是 一 个 嵌 人 , 即 映射 了 是 一 个 单 射 ,并 且 是 从 X 到 它 
的 象 集 F(X ) 的 一 个 同 是 . 兹 摧 次 证 明 如 下 ， 

(1) 是 一 个 单 射 . 

设 z,yEX,zr 天 y- 由 于 于 是 一 个 Ti 空间 ,因此 存在 六 E 盘 
使 得 zEV 和 y 对 Vi; 由 于 久 是 一 个 正规 空间 ,大 zx 有 一 个 开 邻 
域 M 使 得 MCVi; 由 于 细 是 X 的 一 个 基 , 所 以 在 在 UE 名 使 得 z 
E UCM, 因 此 UCY. 根 据 以 上 所 作 可 见 ( U,V)E wy 从 而 不 妨 
设 (U,V) = (U,V,). 于 是 根据 映射 的 定义 可 见 (x)=0 和 
太 (y)=1, 这 显然 推 得 f(x) 隆 f(y). 所 以 是 一 个 单 射 


(2) 了 是 连续 的 . 
设 zEX. 任 意 给 定 实数 es >0. 首 先 选 取 NEZ, 使 得 
Ce 
7 


其 次 对 于 每 一 个 ;= 1,2,…, NN ,根据 映射 上: 久 一 [0,1] 的 连续 
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性 ,选取 z 的 一 个 争 域 W; 使 得 当 yE 区 时 有 
一 Ee 
lfiCy) f(T) < A 


令 WW= ia Wi , 它 是 x 的 一 个 邻 域 . 当 yE 久 时 我 人 有 
Pi= 立 全 CD- + 


本 
Lf) 


N+1 2 


2 
人 <PN+tS=e 
(RN 


其 中 p 是 Hilbert 空间 的 通常 的 度量 ,因此 当 yE W 时 有 
DLA(y) ,f(x))<e, 这 证 明了 映射 了 在 点 x 处 的 连续 性 .由 于 工 
是 任意 选取 的 ,所 以 了 连续 . 

(3) 对 于 XX 中 的 每 一 个 开 集 丈 , 象 集 f( 玉 ) 是 了 (XX) 的 一 个 
开 集 . 

设 夯 是 和 中 的 一 个 开 集 , 设 yE 六 克 ) ,选取 zxEX 使 得 
f(z)=y. 依 次 选取 VE 地 使 得 zE 六 和 UE 马 使 得 ED 各 
CV. 于 是 (U,V)E wy 设 (U,V)=(DU;,V;). 这 时 我 们 有 zx EEUU; 
CUFCV. 因 此 (xz)=0 以 及 当 zEX- 研 时 有 f(z)=1, 因 
而 根据 f 的 定义 ,我们 有 

p(y 1(2)) = pf (zr), f(z)) 


之 二) -f(z)l= 二 


此 


AX- WNB (二 )= 儿 
其 中 ,B(y 了) 是 Hilbert 室 间 寺中 以 y 为 中 心 以 二 为 半径 的 球形 


分 域 . 由 于 (1) 中 已 经 证 明了 了 是 一 个 单身 ,所 以 
F(X- W)=fF(X)- fA(W) 
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于 是 
FARNB (94 ) -FW)-= 
这 说 明 
OONB {9,4 )EfF(W) 


而 上 式 左边 的 集合 就 是 在 子 空间 /(X) 中 的 以 y 为 中 心 以 了 为 半 
径 的 球形 邻 域 , 因此 上 式 说 明 在 子 空间 AX) 中 y 是 集合 /(W) 的 
一 个 内 点 ,由 于 y 是 集合 f( 玉 ) 中 的 任意 下 定 一 个 点 ,所 以 /(W)》 
是 子 空间 攻 X) 中 的 一 个 开 集 . 

于 是 映射 /:X>/(X) 是 一 个 开 的 连续 单 射 , 它 自然 是 满 的 ， 
所 以 是 同 胚 , 因此 拓扑 空间 XX 同 胚 于 Hilbert 空间 区 的 子 空间 
A(X)， 里 

定理 6.6,2 Hilbert 安 间 可 是 一 个 可 分 空间 ， 

证 明 设 Z 是 Hilbert 空间 中 所 有 的 只 有 有 限 个 非 0 坐标 ,并 
且 每 一 个 坐标 都 是 有 理 数 的 点 构成 的 集合 ,由 =EZ 当 且 仅 当 = = 
(zz2 sz 0 ,…) 所 这 ,其 中 诸 z 都 是 有 理 数 ,以 下 证 明 ZZ 
是 H 中 的 一 个 稠密 子 集 . 

设 <E 近 .对 于 任意 给 定 的 实数 。>0, 存 在 整数 N >0 使 得 

> 了 < 全 
对 于 每 一 个 i=1,2,…, NN, 有 一 个 有 理 数 = 使 得 


日 


v2N 
于 是 == (zz2,…y,zys0,0,…)EZ, 并 上 且 


lz -zl< 


p(x,z)= 
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其 中 ,p 是 Hilbert 空间 号 中 的 通常 度量 . 这 证 明 =E Z, 从 而 ZZ= 
| 

根据 定理 6.6.2 可见 ,Hilbert 空间 吾 满 足 第 二 可 数 住 公理 
《参见 定理 5.2.4) , 它 也 是 一 个 Lindeloff 空间 (参见 定理 5.3.1). 

定理 6.6.3 设 久 是 一 个 拓扑 空 间 . 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) X 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 T; 空间 ; 

《2) X 同 胚 于 Hilbert 空间 产 的 某 一 个 子 空间; 

(3) 王 是 一 个 可 分 的 可 度量 化 空间 . 

证 明 (1) 草 洱 (2) .此 即 定理 6.6.1. 

《2) 蕴涵 (3) .出 于 Hilbert 空间 这 是 一 个 可 分 的 度量 空间 ,而 
可 分 的 度量 空间 的 每 一 个 于 空间 都 是 可 分 的 度量 空间 (参见 推论 
5.2.3), 与 一 个 可 分 的 度量 空间 同 五 的 拓扑 空间 是 可 分 的 (参见 
$5.2 习题 第 4 题 ), 也 是 可 以 度量 化 的 (参见 8$2.2 习题 12). 

《3) 药酒 (1). 可 分 的 度量 空间 满足 第 二 可 数 性 公理 (参见 定 
理 5.2,4), 可 度量 化 空间 是 一 个 T, 空间 (参见 定理 6.2.3), 因 此 
更 是 一 个 T, 空间 ， 加 


习 题 


1. 证明 :定理 6.6.1 的 条 件 (1) 中 “T;" 可 以 改 为 “Tychonoff* 或 者 "T"; 
条 件 (3) 中 的 “可 分 "再 以 改 为 “LindelBff" 或 “满足 第 二 可 数 性 公理 ”. 

2. 具体 给 出 Hilbert 空间 IE 的 一 个 可 数 基 . 

3. 设 拓扑 空间 X 和 X, 的 积 空间 X, x X; 是 一 个 可 度量 化 空间 .证 
明 :X 和 X, 都 是 可 度量 化 的 . 
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§7.1 紧 致 空间 


在 85.3 中 ,我 们 用 关于 开 覆 盖 和 子 枯 盖 的 术语 刻画 了 一 类 
拓扑 空间 ,好 Lindel6ff 空间 .现在 来 仿照 这 种 做 法 ,即将 Lindel6ff 
空间 定义 中 的 “可 数 子 佬 黄 ” 换 成 有限 子 覆盖 ” ,以 定义 紧 致 空间 . 
读者 在 教学 分 析 中 旱 已 见 过 的 Heine - Borel 定理 断言 :实数 空间 
及 的 任何 一 个 子 集 为 有 界 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 一 个 开 柳 
盖 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 . (在 $ 7 .3 中 我 们 将 要 推广 这 个 定理 . ) 因 
此 我 们 现在 作 的 事 也 应 当 在 意料 之 中 . 

定义 7.1.1 设 和 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 X 的 每 一 个 开 禾 盖 
有 一 个 有 限 子 斤 盖 , 则 称 抵 扑 空间 磋 是 一 个 紧 致 空间 . 

明显 地 ,每 一 个 紧 致 空间 都 是 Lindel6ff 空间 .但 反之 不 然 , 例 
如 包含 着 无 限 但 可 数 个 点 的 离散 空间 是 一 个 Lindelaft 空间 ,但 它 
不 是 一 个 紧 致 空间 . 

饮 7.1.1 实数 空间 及 不 是 一 个 紧 致 空间 . 这 是 因为 如 果 我 
们 设 = KK- za)CR |nEZ,|, 则 .x 的 任何 一 个 有 限 子 族 

{Cpt) ,a2 2) na )} 
由 于 它 的 并 为 
【一 maxjmiyma ynmkl mmaximtyazyy 了 
所 以 不 是 丸 的 一 个 子 覆 盖 .因此 及 的 开 和 覆盖 % 没有 任何 一 个 有 限 
子 履 盖 . 
定义 了 .1.2 设 和 是 一 个 拓扑 室 间 ,了 是 久 中 的 一 个 于 业 ， 
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如 果 了 作为 买 的 子 空间 是 一 个 紧 致 空间 , 则 称 了 是 拓 朴 空间 X 
的 一 个 紧 致 子 集 . 

根据 定义 ,拓扑 空间 X 中 的 一 个 子 集 了 是 X 的 紧 致 子 集 意 
昧 着 等 一 个 由 子 空间 Y 中 的 开 集 构 成 的 了 的 开 覆盖 有 一 个 有 限 
子 狂 盖 , 这 并 不 明显 地 意味 着 由 X 中 的 开 集 构成 的 每 一 个 Y 的 者 
盖 都 有 有 限 子 覆 盖 , 所 以 陈述 以 下 定理 是 必要 的 、 

定理 7.1.1 设 久 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 X 中 的 一 个 子 集 ， 
则 了 了 是 XX 的 一 个 紧 致 子 集 当 且 仅 当 每 一 个 由 义 中 的 开 信 构成 的 
了 的 覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 

证 明 设 Y 是 拓扑 空间 XX 中 的 一 个 紧 致 子 集 ,是 Y 的 一 
个 覆盖 , 它 由 X 中 的 开 集 构成 . 则 容易 验证 集 族人 =1A 站 Y| AE 
寺 也 是 了 的 一 个 材 盖 , 它 由 了 中 的 开 集 构成 .因此 多 有 一 个 有 
限 子 覆盖 , 设 为 


{ANY, ANY, ,A,NY! 

于 是 的 有 限 子 族 A1,A2，,…,A, 覆盖 六 . 

另 一 方面 ,假定 每 一 个 由 X 的 开 集 构成 的 Y 的 覆盖 都 有 一 个 
有 限 子 覆 盖 . 设 wf 是 Y 的 一 个 覆盖 , 它 由 Y 中 的 开 集 构成 . 则 对 
于 每 一 个 AE .x 存在 关中 的 一 个 开 集 UU。 使 得 人 = Us 几 Y, 因 此 
3 如 = {U4 |AE stl| 是 由 XX 中 的 开 集 构成 的 了 的 一 个 覆盖 ,所 以 有 
一 个 有 限 子 覆盖 , 设 为 

{Ua ,Us, ss Ua | 

此 时 易 见 的 子 族 1A) ,A;,…,A, | 覆盖 了. 这 证 明 Y 是 X 的 一 
个 紧 致 子 集 ， 国 

下 面 介绍 关于 紧 致 性 的 一 个 等 价 说 法 . 

定义 7,1,3 设 以 是 一 个 集 族 . 如果 吧 的 每 一 个 有 限 子 族 都 
有 非 空 的 交 ( 即 如 果 st 是 f 的 一 个 有 限 子 族 , 则 门 4e A 天 2)， 
则 称 3 是 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 集 族 . 

定理 7.1.2 设 针 是 一 个 拓 站 空间 . 则 多 是 一 个 紧 致 空间 当 
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且 仅 当 罗 中 的 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭合 旋 都 有 非 空 的 交 . 

证 明 设 久 是 一 个 紧 致 空间 .为 证 明 X 满足 定理 中 所 陈述 
的 条 件 , 设 光 是 X 中 的 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 .我 们 要 证 
明 门 ey 五 隆 久 . 如 果 多 = 多 , 则 门 -ey FF 没有 定义 ,此 时 当然 
站 ezrF = 多 不 成 立 , 下 设 8 产 .如 果 站 kez 玉 = 3， 则 令 f= 
FIFE 由 于 

WF = 及 站 一 
所 以 只 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 于 是 性 有 一 个 有 限 子 覆 盖 , 设 为 
1F ,FF 从 而 
FNFAMN NRF UFUrF,.)=X=% 

这 说 明 多 不 具有 有 限 交 人 性 压 . 得 到 的 这 个 子 盾 表明 人 pegF 了 多. 

另 一 方面 , 设 X 中 的 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 都 有 非 
空 的 交 . 为 证 明 X 是 一 个 紧 致 空间 , 设 以 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 我 
们 需要 证 明 % 有 一 个 有 限 子 覆盖 . 如 果 = 名, 则 UsewA = 多 ， 
这 蕴涵 X= 多 以 及 的 每 一 个 子 族 都 是 X 的 覆盖 .以 下 模 定 sf 
儿 . 此 时 = {A'|AE i| 便 是 久 中 的 一 个 非 空 半 集 族 ,并 且 

QT QA 人 是 全 = 2 
因此 , 它 不 具有 有 限 交 性 质 .也 就 是 说 , 它 有 一 个 有 限 子 族 其 交 为 
空 集 . 设 多 的 这 个 有 限 子 族 为 {A ,A’,,…,A.}, 则 
站 4 站 人 站 4 = 铬 


因此 
AIUA,U.…UA,.=X 
即 1 A ,42，…，,4 | 是 sf 的 一 个 有 限 子 覆 盖 ， 国 
如 果 另 是 紧 致 空间 X 的 一 个 基 , 那 么 由 急 中 的 元 素 构成 的 
邢 的 一 个 覆盖 当然 是 一 个 开 覆 盖 ,因此 有 有 限 子 覆 盖 . 下 述 定理 
指出 ,为 验证 拓扑 空间 的 紧 致 性 ,只 要 验证 由 它 的 某 一 个 基 中 的 元 
素 组 成 的 覆盖 有 有 限 子 定 盖 . 
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定理 7.1,3 设 久 是 拓 相 空间 X 的 一 个 基 ,并且 入 的 由 多 
中 的 元 素 构 戌 的 每 一 个 徐 盖 有 一 个 有 限 子 审 益 . 别 X 是 一 个 紧 致 
空间 ， 

证 明 设 必 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 对 于 每 一 个 AE 以 存在 纯 
的 一 个 子 族 多 使 得 和 = UseaB. 令 六 = aes .出 于 


UB= U B 


BE BE UAEzan 


= WY, (HB) 
= UA=X 


站 所 可 
故 辟 是 一 个 由 贸 的 元 素 构成 的 区 的 一 个 三 盖 ,所 以 有 -个 有 限 
子 要 盖 , 设 为 日 ,B，,…, B, .对 于 每 一 个 B,i=1,2,…,n, 由 于 
BE it 所 以 存在 A,E jf 使 得 B,E 纺 .因此 B,CA,. 于 是 对 于 of 
的 有 限于 族 {A1,A2,…,A,} 有 
AiUAsU…UADBIUB UUB,=X 
也 就 是 说 有 一 个 有 限于 覆盖 1A1 ,A,,…, A, !. 这 证 明 针 是 一 
个 紧 致 空间 ， 国 
定理 7.1.4 设 针 和 YY 是 两 个 丘 直 空间 ,f: 久 -mY 是 一 个 连 
续 映 射 ,如 果 扩 是 于 的 一 个 里 致 子 全 ,出 f(A ) 是 了 的 一 个 紧 致 
子 集 . 
证 明 设 光 是 状 A) 的 一 个 覆盖 , 它 由 Y 中 的 开 集 组 成 .对 
于 每 一 个 CE 多 由 于 了 是 一 个 连续 映射 , 广 :(C) 是 X 中 的 一 个 
开 集 ;由 于 UecesC2 扎 A), 故 有 
ef (OF 9 
DFAANEA 
所 以 A= {f""(C)|ICE%| 是 A 的 一 个 开 覆 盖 .由 于 A 是 XX 的 一 
个 紧 政 子 集 , 所 以 sf 有 一 个 有 限于 族 , 设 为 {f"*(C,),f"!(C,)， 
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和 … 广 !(C.) ,覆盖 A. 由 于 
FACOUF HCO)UU FO) 
= 六 (CUCU…UC.)DA 

所 以 CIUCU…UCDDFA), 即 [Ci Cs,C,| 是 名 的 一 个 子 
族 并 县 覆盖 f(A). 这 证 明 FA) 是 了 的 一 个 紧 致 子 集 ， 国 

由 上 述 定 理 可 见 ,拓扑 空间 的 紧 致 性 是 由 连续 号 射 所 保持 的 
性 质 , 因 此 是 拓扑 不 变性 质 ,也 是 一 个 可 商 性 质 - 

由 此 可 见 , 由 于 实数 空间 中 不 是 紧 致 空间 ,而 每 一 个 开 区 间 都 
是 与 它 同 是 的 ,所 以 每 一 个 开 区 间 ( 作 为 子 空间 ) 都 不 是 紧 致 
空间 . 

定理 7.1.5 紧 致 空间 中 的 每 一 个 闭 子 集 都 是 紧 臻 子 集 . 

证 明 设 Y 是 紧 致 空间 X 中 的 一 个 亲子 集 .如 果 .w 是 Y 的 
一 个 黎 盖 , 它 由 X 中 的 开 集 构成 . 则 多 = s%U{Y“} 是 于 的 一 个 开 
覆盖 . 设 多 是 多 的 一 个 有 限 子 族 并 且 覆 盖 闵 . 则 名 -1Y | 便 是 
过 的 一 个 有 限 子 族 并 且 覆 盖 了 .这 证 明 了 是 X 的 一 个 紧 致 子 集 . 

如 

定理 7.1.6 每 一 个 拓 村 空间 必定 是 寻 一 个 紧 数 空间 的 开 子 
空间 ， 

证 明 设 (X,9) 是 一 个 拓扑 空间 . 令 co 为 插 何 一 个 不 属于 太 
的 元 素 . 令 


X’=XU!! 
9 =3UIUIX "| 
其 中 
多 = ECX'|X"' -已 是 拓扑 空间 
(XX,3) 中 的 一 个 紧 致 闭 信 | 
首先 验证 9 是 集合 六 的 一 个 拓扑 ; 
《1) 根据 定义 ,我 们 立即 有 :X* EF 和 EERE9". 
(2) 设 A',B' EE. 如 果 AA' 或 B' 等 于 XX* ,这 时 明显 地 
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A' 门 B* 等 于 B* 或 者 A’, 因而 属于 分 .以 下 假设 A'， 
如 天 X” .我 们 分 三 种 情形 讨论 : 
(a). 如 果 A" ,B" EF, 则 显然 有 A 门 B' E939" ; 
(b). 如 果 4 ,有 E 克 , 则 
X -A'NMNB’=(X"-A')U(X-B') 
作为 XX 中 的 两 个 紧 致 子 集 的 并 也 是 一 个 紧 致 闲 集 (参见 习题 第 4 
题 ), 所 以 A' 门 B* €FCP; 
(c). 当 (a) 和 (b) 两 者 都 不 成 立时 ,不 妨 设 A” E989 和 8B” EE 
于 . 则 B*=BUico1, 其 中 B 是 X 中 的 一 个 并 集 .于 是 这 时 有 : 
A‘NMB'=ANBES 
总 之 .只 要 A" ,B" EY 我 们 便 有 A' 门 B* EF. 
(3) 设 多 是 的 一 个 子 族 .并 且 假 定 UsesyA 关 多 或 X" .这 
时 必然 有 xs 入 " 革 以 也 分 为 三 种 情形 加 以 讨论 ; 
{a). 当 吧 C 7 时 显然 UesAEFICT 
(b). 当 驻 C 芳 时 , 则 
X 一 人 4)= QQ -A) 
基 义 中 的 一 个 闭 集 ,并 且 对 于 任何 A。E€wx 有 
Xt 风 A)SX -An 
因此 XX" -(UaesA) 作 为 紧 致 空间 X* - A。 中 的 一 个 闭 集 是 紧 
致 的 .所 以 


AENC 


(0). 下 人 ) 都 不 成 立时 ， 则 有 
= FG ,= WANNA 
令 
B= A, B= ,A 
则 有 UaexA= BiUB;. 根 据 (a), BE 根据 (b), BE 六 .这 时 
X -BUB,=(X" -BON(X’ -B,) 
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={X- BON(X’ -B,) 
{注意 上 式 中 的 第 二 个 等 号 成 立 要 用 到 做 X* 一 B,) 它 是 紧 致 空 
间 X” - B; 的 一 个 闭 集 ,因此 
NA=B UBENCT 

以 上 证 明了 :只 要 .x 己 了 便 有 UnewyAEF . 

CX" ,7 是 一 个 拓 各 空间 的 验证 完成 ,下 面 证 明 它 是 一 个 紧 
致 空间 . 

设 澡 是 X ”的 -- 个 开 材 盖 . 则 存在 CE 名 使 得 EC, 于 是 C 
EE 所 ,因此 XX" -~C 是 紧 致 的 ,并 且 多 - iCi 是 它 的 一 个 开 覆 盖 . 于 


是 名 - 1C1 有 一 个 有 限 子 族 , 设 为 汐 ,覆盖 X' ~ C. 易 见 %U [Ci 是 
忆 的 一 个 有 限 子 族 并 且 要 盖 X*、 

最 后 我 们 指出 拓扑 空间 (X,9) 是 拓扑 空间 (X* ,9 ) 的 一 个 
开 子 空间 .这 是 因为 9=9 |x 入 是 X' 中 的 一 个 开 集 ， 国 

在 以 上 定理 的 证 明 中 由 拓扑 空间 (X,9) 构 造 出 来 的 紧 致 空间 
(X“ ,9 ), 通 常 称 为 拓 站 空间 (X ,9) 的 一 点 紧 化 ， 

由 于 非 紧 臻 空间 ( 它 是 存在 的 ) 是 它 的 一 点 紧 化 的 一 个 子 寞 
间 , 所 以 紧 致 性 不 是 可 遗传 的 性 质 . 以 下 定理 表明 紧 臻 性 是 可 积 性 
质 . 

定理 7.1.7 设 X, 义 2,…,X, 是 ?DZP1 个 紧 致 空间 . 世 积 空 
闻 Xi XX,X… XX 也 是 一 个 紧 致 空间 . 

证 明 我们 只 要 证 明 n=2 的 情形 .( 理 由 参见 §4.1. ) 

根据 积 空间 的 定义 , 集 族 

务 =1UXVIU 和 VV 分 别 是 X, 和 X 中 的 开 集 } 

是 积 空间 X, x X, 的 一 个 基 . 根据 定理 7.1.3, 为 证 明 积 空间 
Xi XXs 是 一 个 紧 致 空间 只 要 证 明 由 多 的 元 素 构 成 的 X x X。 的 
任何 一 个 覆盖 有 一 个 有 限 子 覆 盖 . 

设 尽 是 由 多 中 的 元 素 构成 的 XX X, 的 一 个 覆盖 .对 于 每 一 
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个 zEX1,Xi XX 的 子 空间 |z| XxX Xz 同 胚 于 X ,所 以 它 是 X， 
x XX; 中 的 一 个 紧 致 子 集 . 是 紧 致 子 集 [x1 x X, 的 一 个 开 覆 盖 ， 
因而 有 一 个 有 限 子 槛 盖 , 设 为 

= {Us X Vos Us X Vas, Uy X Vn) | 
不 妨 假 定 tf. 中 的 每 一 个 元 素 都 与 1z| x XX, 有 非 空 的 交 , 因 为 如 
果 不 是 这 样 ,我 们 将 以 . 中 与 1x| x X, 无 交 的 元 素 从 st, 中 删除 
之 后 ,以 中 剩 下 的 元 素 仍然 是 1z| x 义 ; 的 一 个 覆盖 . 记 

M:= Ua Us ff Us 
它 是 Xs 中 的 一 个 包含 点 = 的 开 集 .根据 
Us X Vo U Urz X Voz UU Ur) X Vx) 
DM,X Va UM, xX VaU' UM, XV 
= Mx (VaUVaUU Vm)= Mx X, 

可 见 .是 集合 M, XX, 的 一 个 覆盖 . 此 外 , 集 族 { MizE Xi} 是 
紧 致 空间 Xi 的 一 个 开 覆 盖 . 所 以 有 一 个 有 限 子 覆盖 , 设 为 M.1， 
Ma 令 


oo UU 

则 有 

UACCU AUCU AU-UC LU A) 

A AEa, 4S<。 4 

=(M, UM UUM, )xX, =X XxX 
这 也 就 是 说 尽 是 X; x X, 的 一 个 覆盖 , 它 是 及 的 一 个 有 限 子 族 . 
这 样 我 们 便 证 明了 由 基 哆 构成 的 X, x X, 的 任何 一 个 覆盖 都 有 
有 限 子 要 盖 .因此 X, x X; 是 一 个 紧 致 空间 ， 国 
习 是 


1. 证 明 :拓扑 空间 中 的 任何 一 个 有 限 子 集 都 是 紧 致 子 集 . 
2. 设 了 和 所 是 集合 的 两 个 拓扑, 并且 CC 证 明 : 当 拓 扑 空间 
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人 《X ,了 景致 时 拓扑 空间 (与 ,页 地 紧 致 ， 

3. 假设 某 拓扑 空间 有 一 个 虫 有 限 个 元 素 构成 的 基 , 证 明 :这 个 格 朴 空间 
是 一 个 紧 致 空间 . 

4. 证 明 ,: 招 扑 空间 中 任何 有 限 个 紧 致 子 集 的 并 集 还 是 一 个 紧 致 子 集 . 

5, 证 明 :拓扑 空 间 中 任何 一 族 紧 致 团子 集 的 交还 是 一 个 紧 致 子 集 ， 

6. 举例 说 明 :拓扑 空间 中 一 个 紧 致 子 集 的 拷 包 可 以 不 是 紧 致 的 . 

7. 证 明 :”= 维 欧 氏 空间 六 以 及 其 中 的 任何 一 个 球形 邻 域 都 不 是 紧 致 的 . 

8. 举例 说 明 . 紧 致 空间 可 以 不 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

9, 证 明 ; 拓 扑 空间 X 是 一 个 紧 至 空间 当 且 仅 当 在 它 的 一 点 紧 化 多 "中 
单 点 集 1z| 旦 一 个 开 集 . 

10- 设 U 是 拓扑 空间 X 中 的 一 个 并 集 . 证 明 : 如 果 X 中 的 -- 个 由 紧 致 
闭 集 构成 的 集 族 马 满足 条 件 门 sezBCU, 则 存在 名 的 一 个 有 限 子 族 {B, ， 
BB 满足 条 件 

BNBNMF BCU 
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在 本 节 中 我 们 把 第 六 章 中 研究 的 诸 分 离 性 公理 和 紧 致 性 放 在 
一 起 进行 考察 .我 们 将 会 发 现在 紧 施 空间 中 分 离 性 公理 变 得 十 分 
简单 了 . 此 外 在 本 节 的 后 半 部 分 ,我 们 给 出 从 紧 致 空间 到 Hausdor- 
攻 空 间 的 连续 映射 的 一 个 十 分 重要 的 性 质 . 
定理 7.2.1 设 义 是 一 个 Hausdortf 空间 .如 果 有 A 是 X 的 一 
个 不 包含 点 了 EX 的 紧 致 子 集 , 则 点 工 和 紧 致 子 集 生 分别 有 开 领 
残局 和 有 使 得 UV= 他 . 
证 明 设 A 是 一 个 紧 致 子 集 ,rE A .对 于 每 一 个 yE A, 由 
于 义 是 一 个 Hausdorff 空间 , 故 存在 x 的 一 个 开 邻 域 U， 和 y 的 一 
个 开 邻 域 V, 使 得 口 , 介 V, = 多. 集 族 {V, |yE 41 明显 是 紧 致 子 
集 A 的 一 个 开 覆 盖 , 它 有 一 个 有 限 子 族 , 设 为 | TV 
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VV 1, 覆盖 A. 令 UU= fiD 和 V= Ur V; ,它们 分 别 是 点 了 


和 集合 A 的 开 邻 起 此 外 ,由 于 对 于 每 一 个 i=1,2,…,n 有 : 
UNV, = U, NU, NN NU NV Lg 


所 以 
UNV=(UNV OUCONV OUU UNY, )=2 国 

推论 7.2.2 Hausdorff 空间 中 的 每 一 个 紧 致 子 集 都 是 闭 集 . 

证 明 设 和 A 是 Hausdodf 空间 X 的 一 个 紧 致 子 集 .对 于 任何 
zxEX, 如 果 x 儿 A, 则 根据 定理 7.2.1 可 见 zx 不 是 4 的 凝聚 点 . 
因此 凡 A 的 烽 聚 点 都 在 A 中 ,从 而 A 是 一 个 闭 集 ， 图 

推论 7.2,2 结合 定理 7,1.5 可 见 ; 

推论 7.2.3 在 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 中 ,一 个 集合 是 闭 “ 
集 的 充分 必要 条 件 是 它 是 一 个 紧 致 子 集 ， 国 

为 了 加 强 读者 对 定理 7.1.5, 推 论 7.2.2 和 推论 7.2.3 中 的 
几 个 简单 而 常用 的 结论 的 印象 ,重新 简明 地 列举 如 下 : 


紧 致 空间 : 闭 集 => 党 致 子 集 
Hausdorff 空间 : 闭 集 < 二 紧 致 子 集 
紧 致 的 Hausdorff 空间 : ” 闭 集 包皮 致 子 集 


推论 7.2.4 每 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 都 是 正则 空间 ， 

证 明 设 A 是 紧 致 的 Hausdorff 空间 X 的 一 个 闭 子 集 ,x 是 
区 中 的 一 个 不 属于 集合 4 的 点 .由 于 紧 致 空间 中 的 闭 子 集 是 紧 至 
的 (参见 定理 7.1,5), 所 以 A 是 一 个 紧 致 子 集 , 又 根据 定理 
7.2.1, 点 工 和 集合 4 分 别 有 开 邻 域 U 和 VV 使 得 UN 站 V= 好 .这 
就 证 明了 XX 是 一 个 正则 空间 ， 国 

定理 7.2.5 设 天 是 一 个 Hausdorff 空间 .如 果 有 A 和 是 X 
的 两 个 无 交 的 紧 致 子 集 , 唱 它们 分 别 有 开 邻 域 U5 和 V 使 得 U 门 
V= 8. 
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证 明 设 A 和 B 是 X 的 两 个 无 交 的 紧 致 子 集 . 对 于 任何 
zE A ,根据 定理 7.2.1, 点 x 和 集合 日 分 别 有 开 邻 域 I- 和 VV, 使 
得 吕 , 门 V.= 名 . 集 族 1U,1zE A} 是 紧 致 子 集 A 的 一 个 开 覆 盖 ， 
它 有 一 个 有 限 子 族 , 设 为 1 U。 ,U。,…,U。 | ,覆盖 A, 令 


UvU= UU, v=AY, 
申 于 对 于 每 一 个 i=1,2,…,n 有 U,V= ,所 以 UNV= 多 . 
国 
由 于 Hausdorff 空间 的 每 一 个 闭 子 集 都 是 紧 致 子 集 , 所 以 根据 
定理 7.2.5 立即 有 ; 
推论 7.2.6 每 一 个 紧 致 的 Huasdorff 空间 都 是 T4 的 国 
这 个 结论 也 可 以 根据 推论 7.2.4 和 定理 6.4.3 直接 推出 , 根 
据 这 个 推论 联系 着 表 6,1 并 且 贸 意 到 等 -个 紧 数 空间 都 是 
Lindel6ff 空间 这 -~ 事实 ,我 们 可 有 图 表 7.1. 中 从 这 个 图 表 中 可 以 
看 出 ,在 紧 致 空间 中 分 离 性 公理 显得 特别 简单 


紧 致 空间 
工 空间 | 一 [二 人 空间 < 专 一 >[ 五 空间 


五 TT 五 


图 表 7.1: 紧 臻 空间 中 的 分 离 性 公理 


色 在 这 类 带 框 的 图 表 中 ,左上 角 的 黑体 字 表 示 图 表 中 用 第 涉 表 示 的 蓝 酒 关系 ( 参 
见 148 页 脚注 ) 成 立 的 先决 条 件 .例如 我 们 从 图表 7.1 中 可 以 读 到 ,一 个 紧 致 空间 是 正 
则 的 当 且 仅 当 它 是 完全 正则 的 . 
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定理 7.2.7 设 站 是 一 个 正则 空间 .如 果 及 是 义 中 的 一 个 紧 
致 子 集 ,U 是 A 的 一 个 开 邻 域 , 则 存在 A 的 一 个 开 邻 域 V 使 得 六 
CU, 

证 明 设 和 A 是 正则 空间 X 中 的 一 个 紧 致 子 集 ,U 是 A 的 一 
个 开 邻 域 . 对 于 任何 +E€A, 点 zx 有 一 个 开 邻 域 V 使 得 V; CU. 
集 族 | V.1zEAl 是 紧 致 子 集 A 的 一 个 开 恤 盖 , 它 有 有 限 子 族 , 设 
为 Vi V…V, 汗 ,覆盖 4 . 令 了 = UV , 它 是 A 的 一 个 开 邻 
域 ,并 且 


V-(UV) = Uvco 

根据 这 个 定理 立即 可 见 ,每 一 个 紧 致 的 正则 空间 都 是 正规 空 
闻 , 然 而 这 并 不 是 什么 新 结论 ,因为 每 一 个 紧 致 空间 都 是 Lindelsff 
空间 ,所 以 它 明显 地 蕴涵 于 定理 6.4.3 中 . 

然而 紧 致 的 正规 空间 可 以 不 是 正则 空间 .例子 见于 例 6.2.3， 
在 那个 正规 而 非 正 则 空间 的 俩 子 中 的 拓扑 空间 只 含有 有 限 多 个 
点 ,当然 会 是 紧 致 的 . 

定理 7.2.8 从 紧 致 空间 到 Hausdorff 空间 的 任何 一 个 连续 
遇 射 都 是 闭 映 射 ， 

证 明 设 羡 是 一 个 紧 致 空间 ,Y 是 一 个 Hausdorff 空间 ,f:X 
一 立 是 一 个 连续 映射 ,如果 A 是 紧 致 空间 X 中 的 一 个 闭 子 集 , 则 
它 是 紧 至 的 (参见 定理 了 .1.5), 因 此 它 的 象 集 F(A) 是 Hausdorff 
空间 Y 中 的 一 个 紧 致 子 集 (参见 定理 7.1.4), 所 以 又 是 闭 集 ( 参 
见 推论 7.2.2). 这 证 明 f 是 一 个 闭 映射 ， 辜 

因为 一 个 既 单 且 满 的 开 ( 或 闭 ) 的 连 绪 映射 即 是 一 个 同 胚 ,所 
以 我 们 有 : 

推论 7.2.9 从 紧 致 空间 到 Hausdorff 空间 的 任何 一 个 既 单 
且 满 的 ( 印 一 一 的 ) 连 续 也 射 都 是 同 肛 ， 时 


习 题 
1. 设 X 是 一 个 Havsdorff 空 间 , 必 是 它 的 一 -个 非 空 集 族 ,由 X 的 紧 致 子 
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集 构 成 ,证 明 ; 门 ae yA 是 X 的 一 个 紧 致 子 集 . 

2. 设 义 是 一 个 正则 空间 ,A 是 X 的 一 个 紧 致 子 集 , YCX. 证 明 : 如 果 
ADYDA, 则 了 是 的 --- 个 紧 致 子 集 - 

3 (Wallace 定理 ) 设 X 和 站 是 两 个 折 扑 空间 .证 明 ; 如 果 入 和 站 分 别 是 
XX 和 和 Y 的 紧 致 子 集 ,W 是 4X 日 在 积 空间 XXX Y 中 的 一 个 开 邻 域 , 则 存在 入 
在 义 中 的 一 个 开 邻 域 U 和 5B 在 Y 中 的 一 个 开 邻 域 六 使 得 UX VCW. 

4. 根据 第 3 题 中 的 Wallace 定 理 , 推 出 定理 7.2.5. 

5, 设 羡 是 一 个 紧 到 的 Hausdorft 空间 .证 明 :X 是 可 度量 化 的 当 且 反 当 
区 满足 第 二 可 数 性 公理 . 

6. 设 久 是 一 个 Hausdorff 空间 ,sf 是 由 XX 中 的 紧 致 子 集 构成 的 一 个 非 
空 集 族 . 证 明 ; 如 果 中 尾 意 有 限 个 元 衣 的 交 是 连通 的 , 则 这 个 集 族 的 交 
人 aexA 也 是 连通 的 . 
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定义 7.3.1 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 ,AACCK. 如 果 存 在 实 
数 M>0 使 得 p(xz,y)<M 对 于 所 有 zyE€ A 成 立 , 则 称 A 是 X 
的 一 个 有 界 子 集 ; 如果 义 本 身 是 一 个 有 界 子 集 , 则 称 度量 空间 
(XX,p) 是 一 个 有 界 度量 空间 . 

定理 7,3.1 紧 致 度量 空间 是 有 界 的 . 

证 明 设 (X,p) 是 一 个 紧 致 度量 空间 . 由 球形 邻 域 构成 的 集 
族 |B(z,1)1zEXi 是 三 的 一 个 开 夏 盖 , 它 有 一 个 有 限 子 覆 盖 , 设 
为 {B(xz1,1),B(zz,1),"',B(z, ,1)). 令 

M=max{p(z ,x ) | li, jn +2 
如 果 之 ,y EX， 则 存在 i,j,1 志 1,j 祈 n, 使 得 zx EB(z;,1) 和 
yEB(z 1). 于 是 
etzyy)seotziz)+polwmn)+p(ony)<M 时 
因此 度量 空间 中 的 每 一 个 紧 致 子 集 都 是 有 界 子 集 . 特别 = 维 
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欧 氏 空间 并 的 每 一 个 紧 致 子 集 都 是 有 界 的 

下 面 作为 引 理 给 出 单位 团 区 间 [10 ,了 是 一 个 紧 致 空间 的 证 明 ， 
尽管 读者 可 能 早已 熟知 这 个 结论 ， 

引 理 7.3.2 单位 闭 区 间 [0,1] 是 一 个 紧 臻 空间. 

证 明 设 忆 是 [0, 菇 的 一 个 开 覆 盖 . 令 

已 = |zE [0,1| 有 一 个 有 限 子 族 镍 盖 [0,z] 
它 是 [0,11 的 - 个子 集 . 对 于 集合 P, 我 们 依次 证 明 ， 

(1) P 产 好 ,因为 显然 0EP; 

(2) P 是 一 个 开 集 . 

设 zEP. 则 有 一 个 有 限 子 族 , 设 为 |A) ,A,,…, A,|, 覆 盖 
[0,zj. 当 z=1 时 , 易 见 =f0,1], 它 是 一 个 开 集 .因此 x+ 是 P 
的 一 个 内 点 .下 设 z<<1. 这 时 对 于 某 一 个 ,1 坊 i 扩 mn, 有 x 
Ai .由 于 A; 是 [0,1] 中 的 一 个 开 集 ,所 以 存在 实数 。>0 使 得 {x、 
工 +E)CA; 于 是 [0,z re)CUEiA;- 这 殖 涵 [0,z+e)yCP. 由 
于 [0,z+e) 是 [0,1]j 中 的 一 个 包含 z 的 开 集 ,所 以 工 是 已 的 一 个 
内 点 .以 上 证 明了 集合 P 中 的 任何 一 个 点 都 是 忆 的 内 点 ,所 以 它 
是 一 个 开 集 . 

(3) P 是 一 个 闭 集 . 

设 zEP =[0,1]- 忆 .根据 集合 也 的 定义 可 见 ,[z,1CP'， 
另外 根据 (1 可 见 ,0<z .选取 凡生 台 使 得 rE A, 由 于 4 是 一 个 
开 集 ,所 以 存在 实数 6。 >0 使 得 (x 一 ,zx]CA. 假 如 (x 一 ,zj 站 
了 隆史 , 没 zElzr~e,x] 站 P. 则 注 有 -一 个 有 限 子 族 .x 矿 盖 [0， 
zj], 因 此 必 的 有 限 子 族 ot 1A1 覆 盖 [0,x], 这 与 x 对 忆 忒 盾 . 所 
以 (z-siz]mP= ,pr -erlCP’, 人 而 (xz -ellCP', 轩 | 
此 工 是 户 的 一 个 内 点 .这 证 明 已 "是 一 个 开 集 , 即 P 是 一 个 合集 . 

根据 上 述 三 条 ,了 是 [0,1 中 的 一 个 既 开 又 闭 的 非 空子 集 . 由 
于 [0,1] 是 一 个 过 通 空 间 , 所 以 卫 = [0,1]., 特别,1EP. 这 也 就 是 
说 双 有 一 个 有 限 子 族 覆 盖 [0,1]}. 以 上 证 明了 [0,.1] 的 任何 一 个 开 
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覆盖 有 有 限 子 枯 商 , 故 [0,1] 是 一 个 紧 臻 空间， 图 

任何 一 个 闭 区 间 [a,&8]ta<<5), 由 于 它 和 单位 闭 区 间 [0,1; 
同 古 ,所 以 是 紧 致 的 .并 且 作 为 紧 致 空间 的 积 空间 ,可 见 z 维 欧 氏 
空间 本 中 任何 “个 陆 方 体 [e ,5b]"(a<<45) 也 是 紧 致 空间 . 

定理 7,3,3 设 入 是 维 欧 氏 空间 取 ' 中 的 一 个 子 业 . 则 是 
一 个 紧 致 子 集 当 且 仅 当 入 是 一 个 有 界 闭 集 . 

证 明 设 p 是 x 维 欧 氏 空间 RR 的 通常 度量 . 

如 果 AC 是 个 紧 致 子 集 , 则 根据 定理 7.3.1, 它 是 有 界 
的 ;由 于 民 " 是 一 个 Hausdorf 空间 ,根据 推论 7.2.2, 它 是 一 个 闭 
集 ， 

男 一 方面 , 设 ACR" 是 一 个 有 界 闭 集 .如 果 A= g, 则 A 是 
紧 致 的 , 下 设 4 天 ,于 是 存在 实数 M >0 使 得 对 于 任何 x, ye 
4 有 pl(z,y)<M. 任 意 选 取 zo€ 有 A, 并且 令 N= M+p(0,x0)， 
其 中 0= (0,0,-…,0)ER". 容易 验证 (根据 三 角 不 等 式 ) A 忆 
[~ N,NJ". 因 此 4 作为 紧 致 空间 [一 N,N]" 中 的 一 个 闭 子 集 必 
定 是 紧 致 的 、 恒 

定理 7.3.4 设 下 是 一 个 非 空 的 紧 致 空间 ,FX- 及 是 一 个 
连续 映射 . 则 存在 zo ,ziEX 使 得 对 于 任意 zxEX 有 

Frzoszj 和 Ar) 

换言之 ,从 非 空 的 紧 致 空间 到 实数 空间 及 的 任何 一 个 连续 映 
射 都 可 以 取 到 最 大 点 与 最 小 起 ， 

证 明 由 于 入 紧 致 , 故 根据 定理 7.1.4 可 见 AX) 是 实数 空 
间 及 中 的 一 个 紧 致 子 集 .由 于 及 是 一 个 Hausdorff 空间 ,所 以 了 (XX》 
是 一 个 闭 集 . 设 m 和 AM 分 别 为 集合 fCX) 的 下 ,上 确 界 , 则 mmx,M 
EA(X}). 因 此 存在 zo,z1EX 使 得 f(zo)=m 和 f(x1)=M. 根 
据 上 ,下 确 界 的 定义 立即 可 见 ,对 于 任何 xE€EXX 有 f(x) 所 F(x》 
f(z1)， 国 

此 外 ,由 于 x 维 单位 球面 S” 是 一 个 有 界 闲 集 ,所 以 是 紧 致 


1% 第 7 章 紧 致 性 


的 ,a 维 欧 氏 空间 R&R" 不 是 紧 致 的 ,而 紧 致 性 又 是 一 个 拓扑 不 变性 
质 ,所 以 ; 

定理 7.3,5 设 加 ,nnE€Z2¥,. 则 x 维 单 位 球面 9" 与 zm 维 欧 氏 
空间 机 "不 同 胚 . 

这 是 通过 拖 扑 不 变性 质 区 分 不 疗 肚 的 拓扑 空间 的 又 一 个 例 


习 是 


1. 举例 说 明度 量 空间 中 可 以 有 有 界 闲 集 不 是 紧 致 子 集 . 

2. 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . X 中 的 任意 两 个 非 空 子 集 4 和 B 的 距离 
64, 理 ) 定 义 为 ; 

oA,B)=inflp(z,y) | rEA,yEB! 

证 明 : 如 果 和 BB 是 度 基 空间 ( 久 ,p) 中 的 两 个 非 空 的 紧 致 子 集 ,出 存 在 
训 饭 坟 和 ynEB 使 得 plxzo,y0)=p(A,B). 

如 果 将 上 面 题 中 的 象 件 "A 筷 是 度量 空间 (X,P) 中 的 两 个 非 空 的 紧 
致 子 集 " 分 别 换 成 

(1) 4 和 上 8 是 度量 空间 (XX,p) 中 的 两 个 非 宝 的 闭 于 集 ;或 

(2) 4 和 BB 是 度量 空间 (XX,p) 中 的 两 个 非 空 子 集 ,其 中 A 是 紧 致 的 ,B 

是 闭 的 ， 

相应 的 结论 是 天 仍然 正确 ? 结 出 你 的 结论 和 论证 . 

3. 设 XX 是 一 个 拓扑 空间 、Y 是 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,为 各 了 ,证 
上 由, 如果 六 同 厌 于 -yo1, 则 六 间 有 是 于 X 的 一 点 紧 化 . 

4. 证 明 ,n 维 欧 氏 空 间 字 的 一 点 紧 化 同 胚 于 a 维 单位 球面 5 

5. 试 在 某 一 个 拓扑 空间 中 给 出 两 个 紧 致 子 集 使 得 它们 的 交 不 是 紧 致 子 
集 ,并 给 出 必要 的 证 明 ,( 提 示 : 考 虑 积 空间 民 x i0,11. 其 中 ;0,1i 取 平 南 招 
盾 . 令 

A=(C 0x 10D Uo x 入 
B=( [0,1) X41D UC x 01) 

证 明 4 和 召 满足 此 习题 的 要 求 . ) 
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§7.4 几 种 紧 致 性 以 及 其 间 的 关系 


读者 已 从 数学 分 析 的 学 习 中 知道 了 以 下 命题 :实数 空间 说 中 
的 “个子 集 A 如 果 汕 足以 下 条 件 (1 一 (4) 中 的 任何 -条 , 则 满足 
其 它 的 几 条 . 

(1) A 是 一 个 有 界 闭 集 ; 

(2) 4 的 每 一 个 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 ; 

(3) A 中 的 每 一 个 无 限 子 集 都 有 凝聚 点 在 4 中 ; 

(4) A 中 的 每 一 个 序列 都 有 收 狭 的 子 序列 收敛 于 A 中 的 点 ， 
这 几 个 条 件 的 重要 意义 ,读者 应 当 早 就 有 所 体会 了 .不 难 发 现 这 四 
条 中 叭 有 (1) 中 涉及 的 概念 有 闵 于 度量 ,其 余 (2),(3) 和 (4) 三 条 中 
所 涉及 的 概念 都 只 是 牵连 到 拓扑 .我 们 当然 希望 在 一 般 的 拓扑 空 
间 中 还 能 建立 条 件 (2》,(3) 和 (4) 的 等 价 性 ;假如 不 能 ,讨论 在 何 种 
条 件 下 它们 等 价 也 是 -一 件 有 意义 的 事 .本 节 我 们 研究 这 个 问题 . 为 
了 研究 问题 时 的 方便 ,引进 以 下 条 件 (5) 作 为 讨论 的 中 间 站 . 

《5) A 的 每 -- 个 可 数 开 覆盖 都 有 有 限 子 覆 益 . 

定义 7,4.1 设 久 是 一 个 拓 相 室 间 .如果 针 的 每 一 个 可 数 开 
覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 托 扑 空 间 X 是 一 个 可 数 紧 致 空间 . 

以 下 酌 个 定理 的 证 明 十 分 容易 ,请 读者 自己 补 证 ， 

定理 7.4.1 每 一 个 紧 致 空间 都 是 可 数 紧 致 空间 ， 旧 

定理 7.4.2 每 一 个 Lindelaff 的 可 数 紧 致 宝 间 都 是 紧 致 室 
问 ， 国 

定义 7.4.2 证 X 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 X 的 每 一 个 无 限 子 
集 都 有 凝聚 点 , 则 称 拓扑 空间 X 是 一 个 列 紧 空 间 . 

定理 7,4,3 尊 一 个 可 数 吧 致 空间 都 是 列 紧 空间 . 

证 明 设 X 是 一 个 可 数 紧 致 空间 . 为 了 证 明 它 是 一 个 列 紧 空 
间 ,我 们 只 要 证 明 它 的 每 一 个 可 数 的 无 限 子 集 都 有 凝聚 点 , 现在 用 
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把 证 法 来 证 明 这 一 点 .假设 X 有 一 个 可 数 无 限 子 集 4 没有 凝聚 
点 ,首先 这 蕴涵 4 是 一 个 闭 集 . 此 外 对 于 每 一 个 a€A, 南 于 a 不 
是 4 的 凝 隧 点 ,所 以 存在 a 的 一 个 开 邻 域 U, 使 得 U, 修 A=ia}. 
于 是 集 族 |U, laE AIU1A 和 是 六 的 一 个 开 覆 盖 . 由 于 XX 是 可 数 
紧 致 空间 , 它 有 一 个 有 限 子 覆盖 ,不 妨 设 为 
1D DT ,A 
由 于 A' 与 入 无 交 , 所 以 {U。 ,LU ，…,U。 | 必定 覆盖 4. 因 此 ， 
A={U, UU UUU, NA= {ea at 

是 一 个 有 限 集 .这 是 一 个 开拓 ， 蕊 

定义 7.4.3 设 [Aijjez, 是 一 个 由 集合 构成 的 序列 ,如 果 它 
满足 条 件 ;Ai 站 A,:， 对 于 每 一 个 iEZ ,成 立 , 即 

AIDA IIIA DA I 

则 称 序列 [A | ;ez, 是 一 个 下 降序 列 . 

在 某 一 个 拓 补 空 冯 中 的 一 个 由 非 空 逆 集 构成 的 下 降 座 列 也 叫 
做 一 个 非 空 闭 集 下 降序 列 - 

引 理 7.4.4 设 久 是 一 个 拓扑 室 间 , 则 拓扑 空间 六 是 一 个 可 
教 紧 致 空间 当 且 仅 当 由 X 中 任何 一 个 非 实 闻 集 下 降序 列 和 A, 上 cz, 
有 非 空 的 交 , 即 站 icz, A; 关 多 . 

证 明 设 可 数 紧 致 空间 和 中 的 非 空 间 焦 下 降序 列 {Fez， 
使 得 门 jez, F, = 多 ,于 是 |F',1i€2 ,| 是 X 的 一 个 开赛 盖 , 它 有 一 
个 有 限 子 覆盖 , 设 为 FF， ,…, FF 上 .由 此 可 得 


这 是 一 个 矛盾 . 
另 一 方面 , 设 拓扑 空间 X 中 的 每 一 个 非 空间 集 下 降序 列 都 有 
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非 空 的 交 . 如果 X 不 是 一 个 可 数 紧 致 空间 , 则 义 有 一 个 可 数 开 禾 

盖 , 设 为 1U, ,LU | ,没有 有 限 子 覆 盖 . 对 于 每 一 个 iEZ,, 令 
Vi= U U, 

则 {Vi ,V2,…| 也 是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 没 有 有 限 子 覆 盖 ,并且 满 足 

条 件 : PCV:C… 因 此 Vi, Y 2: ,… 是 一 个 非 空 闭 集 下 降序 列 ， 

所 以 门 jez V 天 他 由 此 可 见 Uicz Vi 隆 X. 也 就 是 说 Vi, V， 

“4 不 是 和 的 一 个 覆盖 ,这 是 一 个 矛盾 国 

定理 7.4.5 每 一 个 列 紧 的 Ti 空间 都 是 可 数 紧 致 空间 . 

证 明 设 开 是 一 个 列 紧 的 人 空间 ,如 果 XX 不 是 一 个 可 数 紧 
致 空间 , 则 根据 引 理 7.4.4,X 中 有 一 个 非 空 团 集 下 降序 列 
{Fi iez, 使 得 门 cz = 多 .在 每 一 个 ;中 选取 一 点 xz,, 并 且 考 
虑 集合 A= | zz. 

如 果 A 是 一 个 有 限 集 , 则 必 有 一 点 +E A 和 一 个 正 整数 的 严 
格 递 增 序 列 n, ,am ,…' 使 得 芝 二 ZX 二 =", 于 是 对 于 任何 iE 
有 xz 各 天 .这 是 因为 、 

zxEF, CP IC…CF 
于 是 ze 站 ,es, 已 ,这 与 反 证 假设 矛盾 . 

设 A 是 一 个 无 限 集 . 由 于 X 是 一 个 列 紧 空 间 . 所 以 A 有 一 个 
娇 聚 点 , 设 为 y. 由 于 X 是 一 个 TT 空间 ( 它 的 每 一 个 有 限 子 集 都 
是 闭 集 ), 易 见 对 于 每 一 个 jiEZ ,点 y 也 是 集合 4， = 
za zn， 中 的 一 个 瞩 取 点 ;又 由 于 A;CF, 故 yEF. 因 此 y€ 
人 Niez, Fi .这 也 与 反 证 假定 矛盾 国 

定义 7.4.4 设 义 是 一 个 拓扑 室 间 .如 果 X 中 的 每 一 个 序列 
都 有 一 个 收效 的 子 序 列 , 则 称 拓 扑 空 间 X 是 一 个 序列 紧 致 空间 . 

定理 7.4.6 每 一 个 序列 紧 致 空间 都 是 可 数 紧 致 空间 . 

证 明 没 基 是 一 个 序列 紧 致 空间 ,1Pi,F>,…| 是 和 中 的 一 
个 非 空 闭 集 下 降序 列 . 在 每 一 个 F, 中 任意 选取 一 点 zx, € F, ,序列 
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jz 1sez, 有 一 个 收敛 的 于 序列 {x,,} ,假设 它 收 但 于 y. 对 于 每 一 个 
iEZ,; 由 于 Ta Ta EF CF 以 及 FF 是 一 个 邯 集 ,所 以 y 
扣 忆 .于 是 yE 门 ez 已. 这 证 明 门 ez, 下 六 2, 根据 引 理 7.4.4， 
义 是 一 个 可 数 紧 致 字 间 ， 图 

定理 7.4.7 每 一 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 可 数 紧 臻 空间 都 
是 序列 紧 致 宝 间 . 

证 明 设 X 是 一 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 可 数 紧 致 空间， 
iziliez, 是 XX 中 的 一 个 序列 .对 于 每 一 个 i€Z8,, 令 EE= 
|ziza1,"| 和 瑟 =F; .于 是 局，, 户 ,，… 是 拓扑 空间 X 中 的 一 个 
非 空 闭 集 下 降序 列 ,因此 根据 引 理 7.4.4, 我 们 有 站 cz F; 关 %g. 
任意 选取 =E 站 icz FF 

由 于 X 满足 第 一 可 数 性 公理 ,根据 定理 5.1.8, 在 点 x 处 有 
一 个 可 数 邻 域 基 i Di , U;,…| 满 足 条 件 ; Ui 刁 U, 刁 …. 对 于 每 一 
个 1EZ ,, 由 于 xE€F=EE; , 故 U, 门 FE, 关 2 对 于 任意 jE2 ,成 
立 , 令 

N=minjj€EZ ,Ix EU NE! 
对 于 每 一 个 i>1, 令 
N:=min{j ER ,zr EUNE, ul 
于 是 Ni, Na ，…' 是 一 个 严格 递增 的 正 整数 序列 . 并且 zu EU 对 
于 每 一 个 iE 史 成立. 

我 们 来 证 明 序列 fx 的 子 序列 | zx i 收 化 于 x: 设 U 是 y 的 
一 个 邻 域 .存在 某 一 个 hEZ ,使 得 Un CU, 于 是 当 ;> 时 我 们 
有 zs EDCUCU， 重 

根据 本 节 电 的 各 个 定理 ,我 们 可 以 得 到 图 表 7.2.@ 
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国 一 一 = 
空间 瓜 - 至 空间 | 本 空间 


Lindeiif 


序列 紧 
致 空间 


图 表 7.2: 各 种 紧 到 性 之 各 的 关系 


根据 这 个 玫 立 即 可 以 知 ， 

推论 7.4.8 设 多 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 人 空间 ,及 
是 于 的 一 个 子 集 . 则 下 列 条 件 等 价 。 

(1) A 的 每 一 个 开 和 覆盖 都 有 有 限 子 履 盖 ， 

(2) A 的 短 一 个 可 数 开 斤 盖 都 有 有 限 子 蕉 盖 ; 

(3) A 中 的 每 一 个 序列 都 有 子 序列 收效 于 A 中 的 点 ; 

(4) A 中 的 每 一 个 元 限 子 全都 有 凝聚 点 在 4 中 ， 加 

特别 ,对 于 x 维 欧 氏 空间 并 "的 子 集 以 上 推论 成 立 , 并 且 蕉 论 
中 的 每 一 个 条 件 都 等 价 于 4 是 一 个 有 界 闭 集 . 


习 是 


1. 设 X 和 是 两 个 拓扑 空间 ,f:X 一 Y 是 一 个 连续 陕 射 .证 明 ， 

(1) 如 果 六 是 一 个 可 数 紧 致 空间 , 则 (XX) 也 是 一 个 可 数 昧 致 空间 ; 

(2) 如 果 X 是 一 个 序列 紧 致 空间 , 则 用 X) 也 是 一 个 序列 紧 致 空间 、 

2. 令 3 是 % ,的 以 多 为 它 的 一 个 基 的 拓扑 ,其 中 

= [fn 一 152z GE 下 

证 明 : 拖 扑 空间 (2 ,79) 是 一 个 列 紧 空 间 但 不 是 紧 至 空间 ,不 是 可 数 紧 致 空间 ， 
不 是 序列 紧 致 空间 

3. 举 出 适当 的 拓扑 空间 X,Y 和 连续 映射 产 X- 了 Y 使 得 X 是 一 个 列 紧 
空间 ,而 XX) 不 是 列 紧 空 间 . 

4. 设 六 和 Y 都 是 序列 紧 致 空间 .证 明 : 积 空间 XXY 也 是 一 个 序列 紧 
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致 空间 

5. 设 X 和 了 都 是 可 数 紧 致 空间 .证 明 : 积 空间 和 X Y 也 是 一 个 可 数 紧 
致 空间 . 

6. 设 X 和 YY 都 是 列 紧 空 间 . 积 空间 Xx 一 定 是 列 紧 空 间 吗 ? 给 出 你 
的 结论 并 证 明 或 举 出 反例 . 


$7.$ 度量 空间 中 的 紧 致 性 


由 于 度量 空间 满足 第 一 可 数 性 公理 ,同时 也 是 工 , 空间 ,所 以 
上 一 节 中 的 讨论 (参见 表 7.2) 告 诉 我 们 ,一 个 度量 空间 是 可 数 紧 
致 空间 当 且 仅 当 它 是 列 紧 空 间 , 也 当 且 仅 当 它 是 序列 紧 致 空间 .但 
由 于 度量 空间 不 一 定 就 是 Lindelaff 空间 ,所 以 从 定理 7.4.2 并 不 
能 断定 列 紧 的 度量 空间 是 省 一 定 就 是 紧 致 空间 , 本 节 研 究 这 个 问 
题 并 给 出 肯定 的 回答 . 

定义 7.5.1 设 上 是 度量 空间 (X,p) 中 的 一 个 非 空 子 集 . 集 
含 人 4 的 直径 diamn(A) 定 多 为 
suplp(x,y)|z,yEA| 如 果 A 是 有 界 的 
co 如 果 和 4 是 无 界 的 

定义 7.5.2 设 (X,o) 是 一 个 度量 空间 ,好 是 X 的 一 个 开 斤 
盖 . 实 数 >0 称 为 开 改 盖 好 的 一 个 Lebesgue 数 , 如 果 对 于 时 中 
的 任何 一 个 子 集 4 ,只 要 diam(A)<A, 则 A 包含 于 开 履 盖 性 的 某 
一 个 元 素 之 中 . 

Lebesgue 数 不 一 定 存在 . 例如 考虑 实数 空间 及 的 开 履 盖 

(Cm, DIUI (antirt) ez, | 


则 任何 一 个 正 实数 都 不 是 它 的 Lebesgue 数 . (请 读者 自 补 证 明 .) 
定理 7.5.1 [Lebesgue 数 定理 ] 序列 紧 致 的 度量 空间 的 每 
一 个 开 着 盖 有 一 个 Lebesgue 数 . 


diam( A)= 
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证 明 设 X 是 -个 序列 紧 致 的 度量 空间 ,x 是 X 的 一 个 开 
覆 注 .假若 开 覆 盖 [没有 Lebesguc 数 , 则 对 于 任何 iE 2 ,实数 于 
不 是 以 的 Lebesgue 数 ,所 以 X 有 -一 个 子 集 忆 使 得 diam( 忆 ) < 十 


并 且 E; 不 包含 于 必 的 任何 元 素 之 中 ， 

在 每 -个 请 之 中 任意 选取 一 个 点 zx, 由 于 六 是 一 个 序列 紧 
至 空间 ,所 以 序列 z, ,2,… 有 一 个 收 化 的 子 序 列 zw ,zw ,… 设 
这 个 子 序 列 收 敏 于 y€ XX. 由 于 以 是 多 的 一 个 开 覆 盖 , 故 存在 
让 滞 得 yE A ,并且 存 在 实数 s >0 使 得 球形 邻 域 B(y,e)CC 
入 .由 于 序列 rm ,ww ，… 收 伊 于 y, 所 以 存在 整数 M >0 使 得 当 i 


>M 时 mu EB[y, 癌 ). 令 为 任意 一 个 整数 ,使 得 上 > MT 2 
则 对 于 任何 z€ Ex 有 
Plz Eplz, ru )+p(zw sy) <e 
这 证 明 
Ey CB(ye) CAEN 

与 Ey 的 选取 下 盾 ， 国 

定理 7.5.2 每 一 个 序列 紧 致 的 度量 空间 都 是 紧 致 空间 . 

证 明 设 X 是 一 个 序列 紧 致 的 度量 空间 ,x 是 X 的 一 个 开 
覆盖 . 根据 定理 7.5.1,X 的 开 覆盖 双 有 一 个 Lebesgue 数 , 设 为 
1 >0. ， 

令 3 |B(z, 寺 上 |. 它 是 X 的 一 个 开 履 六 .我 们 先 玉 证 明 必 
有 一 个 有 限 子 覆 盖 . 

假设 务 没 有 有 限 子 覆盖 . 任意 选取 一 点 x,E XX. 对 于 i>1, 假 
定点 x ,T,X;-1 已 经 取 定 ,由 于 


[8 (a ),B (3),…,B (a 寺 )】 
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不 是 X 的 覆盖 ,选取 wm EX 使 得 < 对 U;21B| 必 : 广 ). 按 照 果 纳 
原则 ,序列 x1 ,x2，… 已 经 取 定 , 易 见 对 于 任何 i ,jEZ, i 天 ,有 
pm)> 访 .序列 rz， 没有 任何 收敛 的 子 序列 .《 因 为 任 


何 yEX 的 球形 邻 域 B(y, 各 | 中 最 多 4 能 包含 这 个 序列 中 的 一 
个 点 . ) 这 与 叉 是 序列 紧 致 空间 相 矛 盾 . 

现在 设 |B [zx 地)， [ 吉 , 寺 ),…,B(z, 千 )| 是 开 覃 六 
的 一 个 有 限 子 覆盖 . 由 于 其 中 每 一 个 元 素 的 直径 都 小 于 4 ,所 以 对 
于 每 :个 i 二 1,2,…,n 存在 A; EE ww 使 得 B(x ;六 A 二 是 ， 
1A, ,4 ，…A,| 是 风 的 一 个 子 覆 盖 .、 阐 

因此 ,根据 定理 7.5.2 以 及 前 一 节 中 的 讨论 可 见 : 

定理 7.5.3 设 久 是 一 个 度量 空间 . 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) X 是 一 个 紧 至 空间 j 

(2) X 是 一 个 列 紧密 间 ; 

(3) 外 是 一 个 序列 紧 致 空间 ; 

(4) 故 是 一 个 可 数 紧 致 空间 ， 图 

我 们 将 定理 7.5.3 的 结论 列 为 图 表 7.39 以 示 强 调 ， 


| 度量 空 旋 
紧 致 可 数 紧 一 序列 紧 列 紧 
空间 致 空间 致 空间 空间 | 


九 表 7.3: 度量 空 亲 中 的 紧 让 性 
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习 十 

1, 设 (X,p) 和 (Y,d) 是 两 个 度量 空间 , f: XY. 映射 了 称 为 是 一 数 连 
续 的 ,如 果 对 于 任何 实数 s>0, 存 在 实数 8 >0. 使 得 当 z,yE 和 并且 p(zy 
<8 时 有 cd(A(z), 大 >))<e. 证 明 ， 

(1) 任何 一 个 一 致 连续 映射 都 是 连续 的 ; 

《2) 从 紧 致 度量 空间 到 度量 空间 的 任何 一 个 连续 映射 部 是 一 致 壬 续 的 . 

2, 设 (X,p) 和 (Y,d]) 是 两 个 度量 空间 ,大 X 了 .映射 了 称 为 是 一 个 压 
缩 映 射 ,如 果 存 在 实数 a€ (0,1) 使 得 对 于 任何 x,y€ XX 


dfl(z), f(y) oplz,») 
设 久 是 一 个 紧 致 的 度量 空间 ,f: 一 X 是 一 个 还 缩 映 射 .证 明 ; 了 有 了 唯 
一 的 一 个 不 动 点 , 即 存在 唯一 的 一 个 点 z€X 使 得 f(z)==z. 
3, 拓扑 空间 XX 称 为 是 伪 坚 致 的 ,如 果 对 于 每 一 个 连续 映射 了 X 习 民 ， 


象 集 /(X) 是 实数 空间 及 中 的 一 个 有 界 集 - 证明, 一 个 度 董 空间 是 军 致 的 当 
上 且 权 当 它 是 构 紧 致 的 . 


$7.6 局 部 紧 致 空间 , 仿 紧 数 空间 


$7.2 中 的 讨论 指出 ,在 紧 致 空间 中 分 离 性 公理 系统 变 得 十 
分 简单 . (参见 图 表 7.1). 但 要 求 一 个 拓扑 空间 紧 臻 对 于 拓扑 空间 
所 施加 的 限制 是 比较 严酷 的 ,以 至 于 通常 最 重要 的 一 些 拓 扑 空间 
类 ,如 x 维 欧 氏 空间 这 等 均 不 能 被 认为 是 紧 致 空间 .在 这 一 节 中 ， 
我 们 对 紧 致 性 这 个 概念 从 两 方面 加 以 推广 ;一 是 推广 为 局 部 紧 至 
空间 , 另 一 是 推广 为 仿 紧 致 空间 .研究 的 结果 表明 ,这 两 者 都 在 很 
大 的 程度 上 保持 着 紧 致 空间 的 特色 . 

定义 7.6.1 设 XX 是 一 个 括 扩 空 间 . 如 果 久 中 的 在 一 个 点 都 
有 一 个 紧 致 的 邻 域 , 则 称 扰 扑 空间 蔷 是 一 个 局 部 紧 臻 空间. 

由 定义 立即 可 见 , 每 一 个 紧 致 空间 都 是 局 部 紧 致 空间 ,因为 这 
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紧 致 空间 本 身 便 是 它 的 任何 -个 点 的 紧 致 令 域 . n 维 芍 氏 空间 及 
也 是 局 部 紧 致 空间 ,内 为 其 中 的 任何 一 个 球形 邻 域 的 闭 包 都 是 紧 
致 的 ， 

定理 7.6.1 每 一 个 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 者 是 正则 空 
闻 . 

证 明 设 X 是 -- 个 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 , 设 EX,U 
是 z 的 一 个 开 邻 域 . 令 刀 是 z 的 一 个 紧 致 邻 域 . 作为 Hausdorff 空 
间 X 的 紧 致 子 集 , 卫 是 义 中 的 闭 集 .根据 推 沦 7.2,4,D 作为 子 空 
间 是 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,所 以 是 一 个 正则 空间 .集合 砚 = 
UnmDP 是 z 在 子 空间 DD 中 的 一 个 开 邻 域 ,其 中 Be 是 集合 D 在 拓 
扑 空间 天 中 的 内 部 ,从 而 x 在 子 空间 D 中 有 一 个 开 邻 域 Y 使 得 
它 在 子 空间 刀 中 的 闭 包 包含 于 琴 . 一 方面 , Y 是 子 空间 DD 中 的 一 
个 开 集 ,并 且 又 包含 于 煞 ,因此 V 是 子 空间 研 中 的 一 个 开 集 , 然 
而 三 是 拓扑 空间 XX 中 的 一 个 开 集 ,所 以 Y 也 是 拓扑 空间 X 中 的 
开 集 . 另 一 方面 ,由 于 DD 是 中 的 一 个 闭 集 ,所 以 V 在 子 空间 DD 
中 的 团 包 便 是 V 在 拓扑 空间 X 中 的 闭 包 立 . 综 上 所 述 ,点 x 在 拓 
扑 空间 X 中 的 开 邻 域 V 使 得 他 己 WCU. 这 证 明 拓 扑 空间 X 是 
一 个 正则 空间 ， 医 

定理 7.6.2 设 关 是 一 个 局 部 紧 埃 的 正则 空间 ,xzEX. 则 点 
工 的 所 有 紧 致 邻 开 构 成 的 集 族 是 拓 站 空间 XX 在 点 工 处 的 一 个 邻 
域 基 . 

证 明 设 U 是 zx€ XX 的 一 个 开 邻 域 . 令 口 为 z 的 一 个 紧 至 
邻 域 . 则 UDU 门 D? 是 z 的 一 个 开 邻 域 .由 于 六 是 一 个 正则 空间 , 故 
存在 z 的 开 邻 域 V 使 得 VCUIP. 闭 集 六 是 z 的 一 个 闭 邻 域 ， 
并 且 作 为 紧 臻 空间 D 中 的 闲 子 集 , 它 是 紧 致 的 .以 上 证 明了 在 x 
的 任何 开 邻 城 可 中 包含 着 某 一 个 紧 致 邻 域 了 . 国 

从 前 面 的 两 个 定理 立即 推出 ， 

推论 7,6.3 设 X 是 一 个 局 部 紧 致 的 Hausdorff 室 间 ,zE 
区 . 则 点 之 的 所 有 紧 致 邻 域 构成 的 集 族 是 拓扑 空间 X 在 点 xz 处 的 
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一 个 命 域 基 ， 国 
定理 7.6.4 每 一 个 局 部 紧 致 的 正则 空间 都 是 完全 正则 空 
间 、 


证 明 设 筷 是 一 个 局 部 紧 致 的 正则 空间 .我 们 验证 夸 是 一 
个 完全 正则 空间 如 下 , 设 xEX 和 B 是 X 中 的 一 个 闭 集 ,使 得 
z 革 B, 于 是 U=B' 是 zx 的 -个 开 邻 域 ,根据 定理 7.6.2, 存 在 之 
的 一 个 紧 致 闲 邻 域 V 使 得 YCU.V 作为 X 的 子 空间 是 紧 致 的 正 
则 空间 (V 是 正则 的 是 因为 它 是 正则 空间 的 闲 于 集 ), 因 此 是 完全 
正则 的 ,因而 存在 连续 映射 g:VY 一 [0,1] 使 得 g{x)=0 和 对 于 任 
何 yEV-V 有 ag(y)}=1. 

定义 映射 :>[0， 1 使 得 对 二 任何 z 人 EW 有 hh(z)=1. 
显然 天 是 一 个 连续 映射 , 

定义 瑞 射 : 久 习 [0,1] 使 得 对 于 任何 zEX， 


AD- 人 如 果 zEV 
有 (zx) 如 果 zEV” 
首先 ,映射 了 的 定义 是 确切 的 ,因为 如 果 xE V' 门 V, 则 有 g(xz) 
=1=h(z). 其 次 ,V 和 VY “都 是 X 中 的 闭 集 ,从 而 根据 恭 结 引 理 
(定理 4.5.4), 是 连续 的 .最 后 显然 我 们 有 f(z)=0 和 对 于 任何 
2EBCV 有 f(z)=1. 入 

根据 定理 7.6.1 和 定理 7.6,4 以 及 图 表 6.,1, 立 即 训 以 得 到 
图 表 7.4.2 

定义 7.6.2 设 集 族 吧 和 勇 都 是 集合 入 的 覆盖 .如 果 wj 中 的 
间作 放生 了 人 的 枯 个 元 素 之 中 , 则 称 吕 是 号 的 一 个 加 


显然， 如 果 .是 蕊 的 一 个 子 覆盖 , 则 wi 是 努 的 一 个 加 细 ， 
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图 表 7.4: 局 部 紧 臻 空间 中 的 分 离 性 公理 


定义 7.6.3 设 多 是 一 个 拓扑 室 间 ,wf 是 XX 的 子 集 的 一 个 
乔 盖 .如 果 对 于 每 一 个 7 扎 A, 点 zx 有 一 个 煞 域 U 仅 与 中 有 限 
个 元 素 有 非 空 的 交 , 即 
{AEAIANUzG! 


是 一 个 有 限 集 , 则 称 sf 是 集合 4 的 一 个 局 部 有 限 福 盖 . 
有 限 和 覆盖 当然 是 局 部 有 限 的 改 盖 . 
例如 ,在 实数 空间 及 中 令 


w= |(n -1,nt1)|nEZ! 
B=|(-n,n)|nER,} 


则 光 和 急 都 是 及 的 开 材 盖 , 并 且 sf 是 及 的 一 个 加 细 , 而 务 却 不 是 
多 的 加 细 . 此 外 史 是 一 个 局 部 有 限 的 覆盖 ,然而 多 却 不 是 局 部 有 
限 的 . 

定义 7.6.4 设 久 是 一 个 拓扑 室 间 .如 果 X 的 每 一 个 开 斤 益 
郭 有 一 个 局 部 有 限 的 开 履 盖 是 它 的 加 细 , 则 称 拓扑 空间 中 是 一 个 
仿 紧 致 空间 . 

例如 , 紧 致 空间 自然 是 售 紧 致 的 . 高 散 空 何 也 是 仿 紧 致 的 ,内 
为 所 有 单 点 集 构成 的 集 族 是 离散 空间 的 一 个 开 覆 盖 并 且 是 它 的 任 
何 一 个 开 硬 盖 的 局 部 有 限 的 加 细 ， 
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定理 7.6.5 每 一 个 仿 紧 致 的 正则 空间 都 是 正规 空间 . 

证 明 设 世 是 一 个 仿 紧 致 的 正则 空间 . 效 验证 X 是 一 个 正 
规 空间 如 下 . 设 4 是 X 中 的 一 个 闭 集 ,U 是 A 的 一 个 开 邻 域 . 对 
于 每 一 个 a 所 上 ,点 有 一 个 开 邻 域 U 使 得 U; OU, 从 而 集 族 必 
=iUlaE AIUA 是 义 的 一 个 开 覆 兽 , 它 有 一 个 局 部 有 限 的 加 
组 , 设 为 代 令 %=1BE 纺 BA 关 B|. 则 % 是 乐 合 A 的 -- 个 局 
部 有 限 的 开 覆 盖 . 于 是 = UcesC 是 xz 的 一 个 开 邻 域 . 以 下 证 明 
VEU. 

对 主任 何 CE,C 包含 于 的 某 一 个 元 素 U, 之 中 ,所 以 艺 
CU. 如 果 zEV, 由 于 名 是 局 部 有 限 的 ,所 以 x 有 一 个 邻 域 殉 只 
与 所 中 有 限 个 元 素 C, ,Ci,…,C, 有 非 空 的 交 .于 是 

zECUCU…UC 
=CrUc U…UC CC 
这 就 证 明了 7YCU.， 甩 

定理 7.6.6 每 一 个 食 紧 致 的 Hausdorff 空间 者 是 正则 室 间 ， 
因而 也 是 正规 空间 . 

证 明 设 X 是 一 个 仿 紧 致 的 Hausdorff 空间 . 兹 验证 和 是 一 
个 正则 空间 如 下 ， . 

设 TEX,B 是 X 中 的 一 个 不 包含 点 zx 的 闭 集 .对 于 等 一 个 避 
EB, 存 在 xz 的 一 个 开 邻 域 U, 和 5。 的 一 个 开 邻 域 V, 使 得 UU, 门 
玉 = 多. 特别 工 攻 V5 . 集 族 =|V,15E BI1UB 是 X 的 一 个 开 
机 盖 , 它 有 一 个 局 部 有 限 的 加 细 , 误 为 多 . 令 名 = 旬 ~ | 吾 个. 集 族 多 
是 8 的 一 个 局 部 有 限 的 开 禾 盖 . 令 V= UceeC.V 是 闭 集 孔 的 一 
个 开 邻 域 .我 们 有 z 攻 人 V. (因为 x 有 一 个 邻 域 匈 只 与 务 中 有 限 
个 元 素 有 非 空 的 交 , 因此 , 多 也 只 与 名 中 有 限 个 元 素 , 设 为 C,， 
Cz，…,C ,有 非 空 的 交 . 如果 zE 豆 , 则 

TE(CUCU%UC) =C7 UC Uw UC 
因此 存在 某 一 个 CE 使 得 zE CT .然而 易 见 C 包含 于 某 一 个 
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Vi 之 中 ,这 导数 x Vi ,于 是 得 到 了 矛盾, ) 因 此 ,UU = V 是 工 的 
一 个 开 邻 域 . 此 外 显然 UV 站 = g， 者 

根据 定理 7.6.5, 定理 7.6.6 以 及 图 表 6.1 可 见 ,对 于 仿 紧 致 
情形 我 们 有 图 表 7.5 包 , 它 完全 类 似 于 图 表 7.1 


仿 紧 致 空间 : 
[工人 > 元; 要 则 < 一 汗 信 空 辣 | 一 > 二 宇 间 1 


图 表 7.5: 以 紧 致 空间 中 的 分 离 性 公理 


本 节 最 后 我 们 证 明 一 个 在 研究 流 形 上 的 微 积分 时 经 常 要 用 到 
的 定理 (定理 7.6.8) .为 此 先 给 一 个 引 理 . 

引 理 7.6.7 设 发 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 局 部 紧 致 的 
Hausdorff 空间 . 则 瑟 有 一 个 开 履 益 | Yi， Va，…} 满 足 条 件 :对 于 
每 一 个 1E24 ,同色 Vi 是 一 个 包含 于 局 1 的 紧 致 子 全， 

证 明 我们 分 两 步 来 证 明 这 个 引 理 ， 

第 一 步 ,和 有 一 个 开 覆 其 | Di , Uz ,使 得 对 于 每 一 个 ieE 
ZUCE1 并 且 闭 包 Ui 是 紧 致 的 . 

为 证 此 ,对 于 每 一 个 x 所 站 ,人 先 选 取 x 的 一 个 紧 致 邻 域 ,由 
于 拓扑 空间 X 是 一 个 Hausdorff 空间 ,所 以 D, 是 闭 集 ;然后 , 令 
E,= Di .Es 是 x 的 一 个 开 邻 域 ,并 且 逆 包 巨 ; 由 于 是 紧 致 子 空 间 
D, 中 的 闭 集 , 所 以 是 紧 致 的 .由 于 X 满足 第 二 可 数 性 公理 ,所 以 
它 是 Lindelsff 空间 ,因此 X 的 开 和 覆盖 {E.|xE Xi 有 一 个 可 数 子 
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准许 , 设 为 {W, ,WW;，,…| .注意 :对 于 每 一 个 i EZ,, 闭 包 WW 是 
紧 致 的 ， 

对 于 每 一 个 mE ZE , 令 LU = Ui W,. 容 易 验 证 | U |;ez 是 

X 的 一 个 开 覆 盖 ,并 且 对 于 每 一 个 nEZ., UU, 的 闭 包 
Us -WUWU UW) =U Wr 
作为 有 限 个 紧 致 子 集 的 并 ,是 紧 致 的 . 

第 二 步 :完成 引 理 的 证 明 . . 

选取 X 的 一 个 开 覆 盖 | Un , U, ,…| 满 足 第 一 步 中 的 要 求 . 令 
V = UU,. 对 于 n>1, 假 设 开 集 Vi ,VY,,…,V, 已 经 定义 ,满足 条 
件 ; 它 们 的 闭 包 都 是 紧 致 的 ,并 且 V 己 Vis 对 于 i=1,2,…,n 一 
] 成 立 .这 时 ,由 于 {U,, Us 是 V; 的 一 个 开 覆 盖 , 有 一 个 有 
限 子 覆盖 . 从 此 易于 看 出 ,存在 某 一 个 整数 N> ?za+1 使 得 VC 忆 
EU. 令 V41= Un. 根 据 归 纳 原则 ,| V,Va: ,… 上 定义 完成 -如 果 = 
EX, 由 于 |U,,U,,…| 是 久 的 一 个 覆盖 ,所 以 存在 菜 一 个 n€Z2， 
使 得 x& U, ,然而 根据 我 们 对 V， 的 选取 ,明显 她 有 UC 性 V,, 因 
此 zEV,. 于 是 |Vi, Vs,…| 是 久 的 一 个 覆盖 . 此外: VV,*…! 
显然 满足 定理 对 它 的 其 他 要 求 、 国 

定理 7.6.8 ”每 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 局 部 紧 致 的 
Hausdorff 空间 都 是 仿 紧 致 空间 . 

证 明 设 怀 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 局 部 紧 致 的 Haus- 
dorf 空间 . 根据 引 理 7.6.7, 选 取 X 的 一 个 开 覆 盖 1V, , V: | 使 
得 满足 条 件 : 对 王 每 一 个 n EZ,, Vi 的 闭 包 T; 是 包含 于 Vi,1 的 
一 个 紧 致 子 集 . 

对 于 每 一 个 n€2,, 令 

K,.= Ve Vi 
= Vor Vi 


其 中 V-, = Vo= 3. 容易 验证 :对 于 每 一 个 n EZ,,K, 作为 紧 致 
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子 集 V ;中 的 阅 子 集 所 以 是 紧 致 的 ;J 是 开 的 ;以 及 下, CJ ;并 
且 如 果 m,n E24 |m 一 rl 之 3, 则 J 人间 J = 多 .此 外 {Ki, K,， 
和 j7 ,J ,… 叶 都 是 六 的 覆盖 . 

现在 我 们 来 验证 拓扑 空间 X 是 一 个 仿 紧 致 空间 . 设 是 外 
的 一 个 开 覆 盖 . 对 于 每 一 个 wx€E2,, 令 =ANJT AE 
是 紧 致 子 集 K, 的 一 个 开 覆 盖 , 因此 有 一 个 有 限 子 覆盖 , 设 为 红 .， 
令 匈 = Um-1 甸 ,, 由 于 每 一 个 多 , 覆盖 KK, ,因此 和 覆盖 X ,并 且 显 
然 是 加 的 一 个 加 细 . 对 于 每 一 个 BE 名 ,由 于 BCJ, , 故 当 mm EZ 
使 得 | -| 之 3 时 ,B 与 纺 . 中 的 任何 元 素 无 交 , 因 此 B 内 与 狗 
中 有 限 个 元 素 有 非 空 的 交 . 这 葡 涵 着 开 覆 盖 多 是 局 部 有 限 的 . 综 
合 上 述 ,我 们 找到 了 XX 的 一 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 多 是 的 一 个 
加 细 、 量 

从 引 理 7,6.7 的 证 明 中 可 见 ,如 果 将 引 理 条 件 中 的 “满足 第 二 
可 数 性 公理 " 改 为 “Lindelsff” ,该 引 理 的 结论 依然 正确 .而 在 定理 
7.6.8 的 证 明 中 ,事实 上 也 只 站 赖 引 理 7.6.7 的 结论 ,所 以 将 这 个 
定理 的 条 件 作 同样 的 改动 也 不 影响 结论 的 正确 性 . 

作为 这 个 定理 的 一 个 最 简单 的 推论 ,可见 = 维 欧 氏 空 间 R" 是 
一 个 仿 紧 臻 空间 .此 外 ,根据 定理 7.6,8, 可 以 给 出 图 表 7.6.D 


仿 紧 歌 灾 间 局 部 肾 致 空间 
了 和 A， 


图 表 7.6: 紧 豆 ,局 部 紧 致 , 仿 紧 致 空间 


习 是 
1. 证明 ;拓扑 室 间 和 是 一 个 紧 致 空间 (Lindelcff 空间 ) 当 且 仅 当 X 的 每 
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一 个 并 覆盖 光 都 有 一 个 有 限 (可 数 ) 开 黎 盖 名 是 的 加 细 . 

2. 证 明 , 局 部 紧 致 空间 ( 仿 紧 致 空间 ) 的 每 一 个 闭 子 空间 都 是 局 部 紧 致 
空间 ( 仿 紧 致 空间 》 

3. 证 明 ; 两 个 局 部 紧 致 空间 的 积 空间 是 局 部 紧 致 空间 . 

4. 设 多 是 一 个 仿 紧 致 空间 证明; 如果 X 的 每 一 个 开 子 空间 都 是 仿 紧 
致 的 , 则 X 的 每 一 个 子 空间 都 是 仿 紧 致 的 ， 

5. 设 XX 和 YY 是 商 个 拓扑 空 间 ,f:X 一 .映射 了 称 为 是 常态 的 ,如 果 了 
中 的 每 一 个 紧 致 子 集 忆 的 了 原 象 广 :(B) 是 X 中 的 一 个 紧 致 子 集 ， 

设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,Y 是 一 个 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 .证 明 :如 果 
映射 是 -个 既 单 且 满 的 常态 连续 映射 , 则 是 一 个 同 压 . 
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度量 空间 的 定义 在 $2.1 中 已 经 给 出 . 之 后 在 各 个 章节 中 我 
们 研究 了 度量 空间 的 相应 的 拓扑 性 质 . 本 章 介绍 度量 空间 的 一 个 
重要 的 非 拓 扑 性 质 :完备 性 . 


$8.1 度量 空间 的 完备 化 


度量 空间 的 完备 性 是 用 关于 度量 空间 中 点 的 序列 的 收敛 的 语 
言 来 刻画 的 .由 于 度量 空间 本 身 便 是 拓 抓 空间 ,所 以 其 中 的 点 的 序 
列 收 敏 接 拓扑 的 方式 已 经 定义 (参见 定义 2.7.2), 并 且 可 以 通过 
度量 的 语 着 予以 描述 (参见 定理 2.7,4). 现在 通过 以 下 定义 在 度 
量 空 间 中 挑选 出 一 类 特殊 的 序列 . 

定义 8.1.1 设 ( 义 ,Pp) 是 一 个 度量 空间 .及 中 的 一 个 序列 
xiliea ,如 果 对 于 任意 给 定 的 实 教 。>0, 珍 在 整 歼 N >0, 使 得 
当 i,j>N 时 有 p(xi,2z)<e, 则 称 序列 {ziiezs 是 一 个 Cauchy 
序列 

如 果 和 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 收 伍 , 则 称 度 亚 空 间 
(X,p) 是 一 个 完备 度量 空间 . 

易 见 度量 空间 中 每 一 个 收敛 序列 都 是 Cauchy 序列 ,但 反之 不 
然 . 

例 8.1.1 实数 空间 民有 是 一 个 完备 度 生 空间. 

论证 大 网 如 下 : 设 1zi jsx 是 实数 空间 尽 中 的 一 个 Cauchy 序 
烈 , 则 集合 lz 14iEZ,:4 是 一 个 有 界 集 , 从 而 包含 于 某 一 个 闭 区 间 
之 中 ,根据 闭 区 间 的 序列 紧 致 性 (参见 推论 7.4.8 以 及 紧 接 于 其 后 
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的 关于 欧 氏 空间 的 有 关 说 明 ) ,可 见 序列 {z; | i€2,; 有 一 个 收 合 
子 序 列 收 化 于 某 xE 民 ,从 而 序列 [zx |1€ Z| 本身 也 收 合 于 x. 
有 理 数 集 Q 作为 实数 空间 民 的 度量 子 空间 却 不 是 完备 度量 空 
间 . 因 为 任何 一 个 在 实数 空间 及 中 收 敏 于 无 理 数 的 有 理 数 序列 在 
这 个 子 空间 中 均 不 收敛 . 
完备 性 不 是 一 个 拓扑 不 变性 质 . 例 如 我 们 在 实数 空间 及 中 引 
人 一 个 新 的 度量 4 ,其 定义 为 :对 于 性 何 x ,y€ERR， 


ee 
容易 验证 4 确实 是 实数 集合 芭 的 一 个 度量 ,并且 与 实数 集合 民 的 


通常 度量 等 价 . 因此 实数 集合 民 在 这 两 个 不 同 的 度量 之 下 ,异同 映 
射 是 一 个 同 胚 .然而 实数 集合 对 于 通常 的 度量 而 言 是 一 个 完备 度 
辣 空 间 ,而 对 于 度 基 d 而 言 却 不 是 ,因为 其 中 的 序列 1 让 ,ez 是 一 
个 Cauchy 序列 ,然而 却 不 收 化 . (请 读者 自己 完成 必要 的 验证 . ) 

定理 8.1.1 完备 度 便 空间 中 的 每 一 个 闭 的 度量 子 空间 都 是 
完备 度量 空间 . 

证 明 设 了 是 完备 度量 空间 X 的 一 个 闭 的 度量 子 空间 . Y 
中 的 每 一 个 Cauchy 序列 也 是 XX 中 的 一 个 Cauchy 序列 ,因此 在 
中 收敛 .然而 Y 是 闭 的 ,这 极限 点 应 在 Y 中， 加 

引 理 8.1.2 设 (X,o) 是 一 个 度 重 空间 ,YCX. 如 果 Y 中 每 
一 个 Cauchy 库 列 都 在 X 中 收 北 , 则 Y 的 闭 包 Y 中 的 每 一 个 
Cauchy 序列 也 都 在 久 中 收效 ， 

证 明 设 Y 中 每 一 个 Cauchy 序列 都 在 六 中 收敛 . 令 |zjez 
是 了 中 的 一 个 Cauchy 序 列 .对 于 每 一 个 iEZ, ,存在 y, EY 使 得 


oa ai)< 于 .由于 


PY WIEDY 7) + pxi ,1;) + pz sy) 
1 ,1 
<F+F+e(z0) 
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所 以 jy 1;es 是 工 中 的 一 个 Cauchy 序列 . 设 13y,1ies 收敛 于 
亿 名 .然而 
p(x ,x IEo(r, y) + p(y ,i) 


上 
<plz,y)+ 


因此 |zx|;es 收敛 于 工 ， 国 

推 沦 8.1.3 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 ,Y 是 X 的 一 个 稠密 
子 集 . 如 果 了 中 的 每 一 个 Cauchy 片 列 都 在 六 中 收 北 , 则 X 是 一 
个 完备 度量 空间 ， 加 

定理 8.1.4 nn 维 欧 外 空间 返 *" 和 Hilbert 空间 过 都 是 完备 度 
量 空间 . 

证 明 没 {z; .ew 是 Hilbert 空间 ] 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 
其 中 x= (ra ,ra ) ,iE2,. 对 于 任 柯 ,j,kEZ,， 


[za “xx ly Drs — za 


=plzxi,z)) 
因此 对 于 每 一 个 固定 的 EZ ,序列 | zx | ;es 是 实数 空间 RR 中 的 
一 个 Ceuchy 序列 ,根据 实数 空间 六 的 完备 性 ,可 设 这 个 序列 收 合 
于 ER. 
对 于 任意 给 定 的 。>0, 存 在 NEZ, 使 得 当 i,j>N 时 


Be ay =p(zit)<e 


因而 对 于 任意 n EZ， 


1 Tr, — ra) <e 
= 
在 上 式 中 令 j-roo 可 得 


Dl% - za) Se 


1 
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理 于 上 式 中 令 一 oo 则 有 


p31 ~ xa) Ce 


从 此 ,我 们 得 到 (yi -x yi 一 Zz) 于 ,加 上 x;EM, 可 见 y 
=(2 ?JE 区 -再 由 上 式 给 出 结论 : |ziliez, 收 急于 y. 

2 维 欧 氏 空间 全 是 完备 度量 空间 的 证 明 较 上 述 证 明 还 要 简 
单一 些 , 从 略 .( 请 读者 自己 补 证 .) 国 

定义 8.1.2 设 (X,o) 和 (YY,d) 是 两 个 度量 空间 ,三 和 一 耻 . 
如 果 对 于 任意 x,y€ 久 有 qd (f(x) ,f(y))=p(z,y), 则 称 映 射 了 
是 一 个 保 距 贞 射 ,如 果 硝 在 一 个 从 到 了 的 满 的 保 距 映射 , 则 称 
度量 空间 (和 ,p) 与 度量 空间 (了 ,d ) 同 距 . 

保 虐 映射 一 定 是 一 个 单 射 ,异同 映射 是 一 个 保 虑 映射 ,两 个 保 
距 映 射 的 复合 也 是 保 距 映射 , 满 的 保 距 映 射 的 逆 映 射 也 是 保 距 映 
射 


设 X,Y 和 Z 都 是 上 诬 量 空间 . 则 X 与 和 同上 距 ;如 果 X 与 了 同 
距 , 则 YY 与 X 间 肥 ; 如 果 久 与 Y 同 蝶 ,Y 与 Z 同 距 , 则 X 与 Z 同 
距 
此 外 , 满 的 保 巷 映射 一 定 是 一 个 同 胚 , 同 距 的 度量 空间 是 同 胚 


的 . 

定义 8.1.3 设 久 是 一 个 度量 空间 , 叉 ' 是 一 个 完备 度量 空 
间 . 如 果 丰 与 义 " 的 一 个 黎 窗 的 度 重 子 空间 同 距 , 则 称 完备 度量 空 
间 久 "是 度量 空间 X 的 一 个 完备 化 . 

读者 从 数学 分 析 中 已 经 了 解 到 ,实数 空间 及 便 是 有 理 数 空间 
斑 的 一 个 完备 化 .就 像 在 数学 分 析 中 建立 实数 理论 的 情形 一 样 ,我 
们 证 明 ， 

定理 8.1.5 每 一 个 度量 空间 都 有 完备 化 ， 

证 有 ” 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . 记 芝 为 X 中 的 所 有 
Cauehy 序列 构成 的 集合 .在 过 中 定义 一 个 关系 一 如 下 ;对 于 任何 
{xilier, ; [yr liez, EE, | xiliez, 和 jy lez 一 相关 , 即 
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{zi bes, ~ [yl ies, 

如 果 lim,… p(x, ,4)=0. 容 易 验 证 名 中 的 关系 一 是 贸 中 的 一 个 
等 价 关系 .请 读者 自 补 证明 . ) 记 集合 名 相对 于 等 价 关系 一 而 言 
的 离 集 为 X” = 各 /一 ,并且 记 序列 | ziles EY 的 一 等 价 关 为 
[jz 日 、 

定义 p' :XXX "~ 及 ,使 得 对 于 注意 [1zx1],[ fy,|]EX'， 

[lz ,lly D) = limp(z,») 

我 们 先 说 明 这 个 映射 的 定义 是 合理 的 . 

首先 ,由 于 | zi ez 和 |y |ez, 是 X 中 的 两 个 Cauchy 序列 ， 
我 们 有 

lplzrisy:) -pz;,%)| 


=|p(xisy) plz y) + pl ,3) -p(x sy )| 
|p(zi,9) ~ pz,y) | + lp(z,y)— plz;y)| 
p(xiw) + p(y sy) 
由 此 可 见 和 p(x ,y)|iez, 是 实数 空间 民 中 的 一 个 Cauchy 序列 ,所 
以 它 在 实数 空间 六 中 收 但 ,也 就 是 说 极限 lim, .p(x ,y ) 存 在 . 
其 次 ,要 证 明 p'([1z,1],[1y;1) 的 定义 与 一 等 价 类 中 的 代 
表 元 球 选 择 无 关 , 妓 证 明 :如 果 fz 1,es 一 { 五 jez 和 {yliez, 一 
| 豆 ]iez, , 则 
leew,»%) -limola 5) 
事实 上 ,这 一 事实 可 以 从 不 等 式 
Pri sy Ep ,Ei) + pF sh) + p(s) 
推 得 不 等 式 
limplzi ,y) limelz,n) 
以 及 同 理 也 有 不 等 式 
limptx: ss )>limpetz 3) 


而 得 证 . 
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不 难 直接 验证 p" 是 X" 的 一 个 度量 . 《请 读者 自 证 ) 因 此 
(X" ,p" ) 是 一 个 度量 空间 .以 下 验证 度量 空间 《<X,p) 与 度量 空间 
(X" ,p” ) 的 一 个 稠密 的 度量 子 空间 同 距 ,并 县 (X* ,p" ) 是 一 个 
完备 度量 空间 . 

定义 映射 5:X 一 X* 使 得 对 于 任何 zcEX,y(z)=[1zx1]. 其 
中 [1z1 是 XX 中 到 常 值 x 的 序列 所 代表 的 ~ 等 价 类 . 由 于 对 于 任 
何 zyyEX, 有 

O° (glx), (9)) = lmo(r,y) = pr,y) 
所 以 是 一 个 保 距 映射 ， 

对 于 任意 z" = [jz 站 EX ,其 中 fz |;ez, 是 和 中 的 一 个 
Cauchy 序列 , 按 定 义 可 见 { gz yez 是 gLX) 中 的 一 个 Cauchy 
序列 ,并 且 

2 (z° ,f(z1))= limp(wi,z) 
因此 序列 18%( zi)jicz, 收敛 于 x" .这 表明 p(XX) 是 久 * 中 的 一 个 
稠密 子 集 . 

如 果 igp《zx;)liez, 是 p(X) 中 的 一 个 Cauchy 序列 , 则 序列 
fxijiezs 是 XX 中 的 一 个 Cauchy 序列 ,于 是 xz" = [lz 站 EX*. 还 
是 根据 前 曾 的 那个 等 式 可 见 序 列 |y(z,)1;,ez, 收敛 于 xz, 这 证 明 
罗 (X) 中 的 任何 一 个 Cauchy 序列 在 X“ 中 都 收 化 . 根据 推论 
8.1.3,(XX" ,p" ) 是 一 个 完备 度量 空间 ， 看 

自然 ,一 个 度量 空间 可 以 有 许多 完备 化 .然而 后 面 一 个 定理 指 
出 ,在 同 距 的 意义 下 , 它 的 完备 化 是 唯一 的 . 

定理 8.1.6 姆 一 个 度 重 空间 的 任意 两 个 完备 化 同 距 . 

证 明 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 ,完备 度量 空间 (Xi ,pi ) 和 
(Xz ,p? ) 都 是 (X,p) 的 完备 化 .根据 定义 ,X 分 别 同 虐 于 X; 的 
某 一 个 秽 效 子 集 误 , 和 X2 的 某 一 个 稠密 子 集 台 ,, 因 此 区 | 与 禄 ， 
同 距 , 即 存 在 一 个 满 的 保 距 观 射 了 : 充 , 一 广 。. 

对 于 任何 一 个 = E XY ,由 于 器, 是 X? 的 币 密 子 集 ,所 以 在 
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误 , 中 有 一 个 序列 | zi jies 收 仇 于 zf , 易 见 19(zi)iicz 是 吉 : 中 
的 一 个 Cauchy 序列 .由 于 X; 是 完备 的 ,所 以 序列 1y(zi) biez, 收 
笋 于 区 中 的 某 一 点 z; .并 且 容 易 验证 点 x2 与 收敛 于 zfr 的 序 
列 [zikiez, 的 选取 无 关 ( 请 读者 自 补 证 明 ). 我 们 令 9 (xz? )= 
zz .这 样 ,我 们 定义 了 一 个 映射 %* :Xi 下 XZ . 

映射 ?” 是 保 距 的 , 因为 如 果 z? ,y? E X? , 设 |zibiez, 和 

{yliez, 分 别 是 芝 , 中 收敛 于 zy 和 y? 的 序列 , 则 有 
2 (9 x7) ))=p2 (lmn(z) ,lim y:)) 
=limpz (n(xi:) ,nC%)) 
= limp? (xi,Y:) 
= pt (limz; , Jimmy ) 
=pi (zi ys ) 

候 射 六 是 满 的 . 因为 对 于 每 一 个 zx? EX2 , 鞠 , 中 有 序列 
{wbiez, 收 伍 于 z2 .于 是 {9 (zi)iies 是 部 中 的 一 个 Cauchy 
序列 , 设 它 收 敏 于 zi . 易 见 9" (zi )= 2 . 

因此 度量 空间 (X? ,pr ) 和 (X2 ,or ) 同 忠 ， 国 

推论 8,1.7 完备 度量 空间 的 性 何 一 个 完备 化 都 与 这 个 完备 
度量 空间 本 身 同 焉 ， 国 


习 是 


1. 证 明 ; 度 量 空间 中 的 一 个 Cauchy 序列 如 果 有 一 个 收敛 的 字 序 列 , 则 
这 个 Cauehy 序列 收 做. 
2, 令 久 =Z, 人 + 定义 p :多 XX-> 民 使 得 对 于 任何 a,8EX 
0 如 果 a=B 
een 如 果 nz 
武 中 n=min|iB,|ati) 关 BC), 证明: 
(1) p 是 X 的 一 个 度量 ; 


$8.2 庆 量 空间 的 完备 性 与 里 残 性 , Baire 定 理 221 


(2) 度量 空间 (X,p) 是 党 备 的 . 

3. 设 (X,p) 是 一 个 紧 致 的 度量 空间 ,了 :X 一 X 是 一 个 保 距 映射 ,证 明 映 
射 了 是 ~ 个 满 射 . 

4. 设 六 是 一 个 完备 的 度量 空间 ,/:X>X 是 一 个 压缩 映射 .证明 :有 
唯一 的 一 个 不 动 点 , 即 春 在 唯一 的 一 个 zEX 使 得 f(z) = =. 

5. 设 久 是 一 个 度 基 空间 ,XX 是 外 的 一 个 完备 化 .证 明 X" 是 可 分 空间 
当 且 仅 当 六 是 可 分 空间 . 


$8.2 度量 空间 的 完备 性 与 紧 致 性 ,Baire 
定理 


在 这 一 节 的 前 半 部 分 我 们 讨论 度量 空间 的 完备 性 与 聚 致 性 的 
关系 ,后 半 部 分 则 给 出 Baire 定理 . 

定义 8.2.1 设 ( 玉 ,0) 是 一 个 度量 空间 ,e >0 是 一 个 实数 . 久 
的 有 限 子 全 A 称 为 一 个 网 ,如 果 对 于 任何 TEX 有 p(xz,A)< 
6 -加 果 对 于 任何 实数 e>0,X 有 一 个 6 网 , 则 称 度量 空间 (和 X,p) 
是 完全 有 界 的 . 

一 个 度量 空间 是 完全 有 输 明 显 地 蕴涵 着 它 是 有 界 的 .反之 不 
然 , 例 如 包含 着 无 限 多 个 点 的 离散 度量 空间 是 有 界 的 但 不 是 完全 
有 界 的 . 

定理 8.2.1 设 (X,o) 是 一 个 度量 空间 , 则 (和 ,o) 是 紧 致 的 
当 且 仅 当 { 古 ,0) 是 一 个 完全 有 界 的 完备 度量 空间 . 

证 明 设 度量 空间 (X,p) 是 紧 致 的 . 任意 给 定 实数 e >0. 由 
球形 邻 域 构成 的 集 族 {B(z,e)|xzE Xi 是 了 X 的 一 个 开 种 盖 , 它 有 
一 个 有 限 子 覆盖 , 设 为 [B(xz,,e), B(xz,,e),…,B(zx, ,8)|. 易 见 
有 限 集合 ix1 ,x,,…, 工 .| 是 XX 的 一 个 < 殉 . 这 证 明 X 是 完全 有 界 
的 . 

为 证 明 (X,p) 是 完备 的 , 设 序列 |z,jsez 是 久 中 的 一 个 
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Cauchy 序列 . 由 于 紧 致 的 度量 空间 是 序列 紧 致 的 ,所 以 序列 
{zi ez 有 一 个 收敛 的 子 序列 , 设 这 个 子 序列 收 伍 于 z. 这 时 序列 
[zies, 也 必 收 化 于 x. 这 证 明 和 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 收 
敏 . 

另 一 方面 , 设 (X.o) 是 一 个 完全 有 界 的 完备 度量 空间 .为 证 明 
入 是 紧 致 的 ,只 需 证 明 它 是 序列 紧 致 的 . 由 于 是 一 个 完备 度量 
空间 ,这 又 只 要 证 朋 X 中 的 每 一 个 序列 有 一 个 子 序列 是 Cauchy 
序列 . 

设 1z,|sez, 是 X 中 的 一 个 序列 ,我 们 边 归 钠 方式 对 于 每 - -个 
iEZ, 定 义 一 个 序列 a = [yw ez 如 下 :首先 , 令 al = jz。 ez， 、 
其 次 对 于 i>1, 假 定 a 已 经 定义 , 设 1z1,z;，…,z,,| 是 义 的 一 个 
2 ”网 ,因此 球形 邻 域 构成 的 集 族 

{B(z1,2 0D), B(x ,2 6D),., Bz, ,2 GD 
覆盖 义 . 于 是 可 以 在 某 一 个 B(% ,2 人) ,其 中 1<jJ 委 办, 中 选 
取 a 的 一 个 子 序列 gi 

根据 定义 立即 可 见 , 对 于 每 一 个 i>1, 序 列 m 是 序列 ;的 
一 个 子 序列 ,并 且 对 于 任何 m,n EZ 有 p(ym ys)<2 7， 

于 是 序列 fr。 lssz, 的 子 序列 串 a ,= 1,2,… 的 “对 角 线 " 序 
列 "一 13 liez 是 序列 {zo jez 的 一 个 子 序列 ,由 于 对 于 任意 让 
EZ,,iSj, 有 p(y;,%y)<2-" ,所 以 a 是 一 个 Cauchy 序列 . 

图 

定理 8.2.2 设 (XX,p) 是 一 个 完备 度 重 空间 .如果 由 X 的 于 
集 构 成 的 一 个 序列 1E1,E,,，…| 满足 条 件 Fi 必 FE 刁 … 和 
]imi-= diam( E,)=0, 其 中 diam( 已 ) 表 示 EE 的 直径 , 则 门 icz EY 
是 一 个 单 点 集 . 

证 明 设 1E; ,EE,,…j} 流 足 定理 中 所 陈述 的 条 件 . 对 于 每 -一 个 
iEZ, ,任意 选取 zx, EF7 .序列 jzr; jisz, 是 一 个 Cauchy 序列 .这 是 
因为 :对 于 任意 给 定 的 实数 >0, 存 在 N>0 使 得 当 i>N 时 有 
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diam( EE;) <e. 从 而 当 i,j>N 时 由 于 三 Fa 故 
plxir)}Ke. 

设 序列 { r, jez 收 化 于 x 站. 由 于 对 于 全 何 一 个 1E2,,z;， 
wri B7 .此 xE Ei .因此 zE [LU ET .和 如果 yE 由 EB; , 则 
pzsy)<diamCE Jr0 (oo)  “ 
因此 pl(z,y)=0. 于 是 y=x， 加 

定理 8.2.3 【Baire 定理 ] 设 X 是 一 个 完备 的 度量 空间 .如 果 
GisGi，… 是 XX 中 的 可 数 个 籼 密 的 开 集 , 则 交集 门 .ez, G; 是 六 中 
的 一 个 朝 密 子 集 . 

证 明 设 Gi,G,,… 是 匀 中 的 可 数 个 稠密 的 开 集 , 为 证 明 局 
= 门 ,es, G 是 XX 中 的 一 个 稠密 予 集 ,只 要 证 明 对 于 X 中 的 任何 
一 个 非 空 开 集 U 有 UN GZ. 

设 品 是 XX 中 的 一 个 非 空 开 集 .我 们 对 于 每 一 个 iEZ,, 定 义 
一 个 球形 邻 域 Btziysi ) 如 下 :任意 选取 ziEX 和 e. 和] 于 是 有 
了 (zei) .对 于 121, 假设 B(xzi,e,) 已 经 定义 .由 于 G; 是 一 个 各 
密 的 开 集 ,所 以 UN 站 G; 是 X 中 的 一 个 非 空 的 开 集 . 任意 选取 zi 
和 0<e-i< 了 使 得 ESOJCUP G .根据 以 上 做 法 ,我 
们 有 ;对 于 任何 iE%2,， 


{1 ec 


(2) Blzriiiséin ) CB ,8:); 
(3) Blzpe rn CUNG,. 
根据 定理 8.2.2, 由 于 (1) 和 (2) ,可见 
Bren)K 
由 于 (3), 门 Blxiwen) CC MN (UNG,) 
jE jE 
=UNMC QUNG 
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所 以 UnmG 天 必 ， 国 

下 面 的 定理 8.2.4 是 Baire 定理 的 另 一 个 常见 的 表达 方式 . 

定义 8.2.2 设 X 是 一 个 托 扑 空间 . 知 果 买 的 子 业 A 的 闭 包 
的 内 部 是 室 集 , 即 A "= 好 , 则 称 A 为 X 的 一 个 醉 子 集 .X 的 子 
集 F 如 果 可 以 表示 为 X 中 可 数 个 踊 子 集 之 并 , 则 称 下 为 第 一 范畴 
集 ;X 的 子 集 ,如 果 不 是 第 一 范畴 集 , 则 称 为 第 二 范畴 集 . 

定理 8.2.4 [Baire 定理 ] 完 备 度量 空间 中 的 任何 一 个 非 空 
开 集 都 是 第 二 范畴 集 ， 

证 明 设 针 是 一 个 完备 的 度量 空间 ,U 是 XX 中 的 一 个 非 空 
开 集 .用 反 证 法 , 设 UU 是 一 个 第 一 范畴 集 . 令 口 = Uies, FF ,其 中 
诸 五 都 是 朴 集 , 即 Fi "= ZF. 因此 UCU;es, F; .明显 地 ,F- 是 
XX 中 的 稠密 开 集 .根据 定理 8.2.3， 

Y= QF = Fs 了 

是 天 的 一 个 稠密 子 集 .然而 QIY= 和 ,矛盾 国 

事实 上 ,从 定理 8.2.4 出 发 也 易于 证 明定 理 8.2.3, 我 们 将 有 
关 的 证 明和 留 作 习 古 ， 


习 是 

1. 举 出 两 个 同 胚 的 度量 空间 的 例子 ,使 得 一 个 是 完全 有 界 的 , 另 一 个 却 
不 是 . 

2. 设 和 是 一 个 完备 的 度量 空间 , YCX .证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(1) Y 完全 有 界 ; 

(2) Y 完全 有 界 ， 

(3) 了 紧 致 . 

3,， 从 定理 8.2.4 出 发 证 明定 理 8,2.3. 

4. 设 久 是 一 个 拓扑 空间 .如 果 X 的 每 一 个 非 空 开 集 都 是 第 二 范畴 集 ， 
则 称 拓扑 空 间 和 是 一 个 Baire 空间 .证 明 :每 一 个 局 部 紧 致 的 正则 空间 都 是 
Baire 空 间 . 《这 蕴涵 着 : 紧 致 的 Hausdodf 空间 都 是 Baire 空间 . ) 
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$9.1 集 族 的 笛 卡 儿 积 


让 我 们 回顾 一 下 两 个 集合 的 笛 卡 几 积 ,集合 Xi 和 X 的 笠 卡 
儿 积 X, x X, 的 元 素 (zi,za) 定 义 为 由 Xi 中 的 一 个 元 素 zi 和 
Xs 中 的 一 个 元 素 zs 组 成 的 一 个 “有 序 俑 ”事实 上 ,我 们 为 定义 
笛 卡 儿 积 所 给 定 的 两 个 集合 就 是 预先 给 定 了 “次 序 " 的 .所 谓 给 定 
了 两 个 集合 的 次 序 , 可 以 理解 为 给 定 了 一 个 从 (指标 集 ) 11,2| 到 集 , 
族 iX, ,Xs| 的 一 个 映射 , 它 把 1 映 为 XX ,把 2 映 为 X; .而 这 有 序 
点 偶 (x, zs) 也 同样 可 以 认为 是 一 个 映射 xz: 11,21 一 XX UX,, 满 
足 :z(1)= ziEXI 和 xxz(2)= zx,EX,. 换 了 这 个 看 法 ,将 有 限 个 
集合 的 笛 卡 儿 积 的 概念 推广 为 一 族 集合 的 笛 卡 几 积 将 会 方便 得 
多 


定义 9.1.1 集 族 |X,|,er 的 简 卡 儿 积 T[yerX, 定义 为 集合 
TI,yer X= Er:T* Uer Ky |r(7) EX, 

对 于 每 一 个 yEF 成 立 | 
(因此 ,如 果 zGTlcrXy ,那么 工 便 是 满足 上 式 括号 中 竖 线 后 面 
的 条 件 :zK7)E Xr 对 于 每 一 个 YET 成 立 的 一 个 映射 +: 荆 习 
UerX,.) 对 于 每 一 个 xE ,erX, ,我 们 称 z(7) 为 工 的 第 ? 个 
坐标 ,并且 常 政 记 为 zy ,同时 也 将 x 政 记 为 (I )yer( 这 样 就 使得 
我 们 现在 推广 了 的 情形 与 早已 熟悉 的 有 限 情形 在 形式 上 统一 起 来 
了 ). 此 外 ,对 于 每 一 个 7 所 卫 , 集合 已 称 为 兽 卡 儿 积 TyerX, 的 
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第 7 个 坐标 集 . 

对 于 每 一 个 aE€ 古 ,将 笛 卡 儿 积 L[ye rX, 中 的 每 一 个 元 素 z 映 

为 它 的 第 a 个 坐标 T(a) 的 映射 , 即 映射 

pb,: 世人 
使 得 对 于 任何 x ETIyerX， 有 Cz) = 工 (), 称 为 笛 卡 儿 积 |[X> 
的 第 a 个 投射 或 向 第 " 个 坐标 集 的 投射 . 

首先 ,我 们 来 考察 一 下 当 指 标 集 下 = 多 时 , 集 族 |X ,er 的 第 
卡 儿 积 JTDenxgy ,这 时 UsenXy = 好 .然而 由 于 CC x 多, 所 以 多 
是 从 台 到 多 的 一 个 关系 ,并 且 也 是 一 个 映射 , 它 也 满足 作为 笛 卡 
儿 积 TTyerX 的 元 素 的 条 件 . 并 且 TberX 不 可 能 再 有 其 它 元 素 
了 .因此 此 时 TerX = | 好 | 是 一 个 单 点 集 ， 

一 个 经 常 遇 到 的 特殊 情况 是 ,如 果 给 定 的 集 族 | X, | ,er 只 涉 
及 一 个 集合 X, 也 就 是 说 对 于 每 一 个 yE 了 都 有 X, = X. 则 我 们 将 
第 卡 儿 积 IT1yerX;, 改 记 为 XY .显然 X" 是 从 集合 厂 到 集合 X 的 所 
有 了 映射 构成 的 集合 . 

此 外 ,我 们 常 庶 起 可 数 个 集合 X, ,X,,… 的 笛 卡 儿 积 . 事实 
上 ,这 时 给 定 的 集 族 是 |X,j,ez ,因此 它 的 笛 卡 儿 积 应 当 记 作 
孔 X; ,这 个 第 卡 儿 积 的 元 案 应 当 记 作 (x; );ez, ,习惯 上 我 们 也 常 
把 这 个 答 卡 儿 积 记 作 Xi XXX x… 或 JI 和 ,把 它 的 元 素 记 作 
(zz 或 (z;) 

如 果 集 族 | 2 lyer 以 空 集 多 为 它 的 一 个 元 素 , 即 存 在 yE 芽 
使 得 X; = 多 . 则 显然 有 TIyerX, = 他. 然而 这 个 结论 的 逆 命 题 并 不 
明显 成 立 , 它 的 证 明 依赖 于 选择 公理 ， 

定理 9,1,1 设 给 定 了 集 族 | X; jyer. 则 备 卡 包 积 

Llx, 关 休 
当 且 仅 当 对 于 任何 YET 有 六， 了 关公. 
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证 明 为 证 明 这 个 定理 ,我 们 只 需 证 明 条 件 的 充分 性 , 当 
了 = 多 时, 我们 没有 什么 要 证 明 的 . 以 下 假设 下 头 .好 .并 且 设 对 于 
任何 YE 有 XX, 关 多 . 则 六 = UyerXy 关 名 . 令 营 为 X 中 的 所 有 
非 空子 集 构 成 的 集 族 . 驾 据 选择 公理 (公理 1.8.1) ,集合 X 有 一 个 
选择 了 数 。: 芝 ->X%, 定 义 映 射 。 :本 > 使 得 对 于 每 一 个 YET 有 
E(Y)=e{ XX,). 立 即 可 见 EETIyerX,. 于 是 TIyerX, 才 名， 图 

给 定 两 个 集 族 1X | ,er 和 1 yy 1yer ,并 且 假 设 它们 满足 条 件 ; 
对 于 任何 YE 有 Y,CX,. 设 yETIyerY;. 则 按 定 义 y 是 一 个 映 
射 y: 了 一 UyerY, 满足 条 件 ; 对 于 任何 YE 本 有 y(Y)}E Y,, 由 于 
UyerYyC UyerX;, 所 以 y 唯一 地 确定 了 一 个 映射 3: 了 XX 
使 得 y 和 3 在 每 一 个 YET 上 取 相 同 的 值 , 即 y(y) = 5(yY) .容易 
验证 E11,exX; .我 们 约定 :对 于 上 述 y 和 5 不 加 区 别 ,也 就 是 说 
把 笛 卡 见 积 TIerYy 中 的 点 y 当成 笛 卡 儿 积 TIyerXy 中 的 点 5. 这 
样 一 来 , 笛 卡 儿 积 1lerYy ,也 就 自动 地 被 当成 了 笛 卡 儿 积 IIver 
大 中 的 一 个 子 集 ， 

定理 9.1.3 给 定 两 个 集 族 |X, | yer 和 |Y,|yer ,并 且 假 设 它 
们 满足 条 件 : 对 子 任何 7E 工 有 了 CCX, .如 果 对 于 任何 YE 厂 , 集 
会 切 尖 饭 . 央 对 于 任何 GE 了， 

PIEY)=Y, 

其 中 p。 :1 lyerX, 一 X, 是 [Derxy 的 第 a 个 投射 ， 

证 明 当 荆 = 儿 时 ,我 们 没有 什么 要 证 明 的 . 以 下 假定 六 关 
多 .此 时 ,根据 定理 9.1.1,TTyerY, 隆 多 .任意 渤 取 mE TlyerY,， 

设 aET. 对 于 任意 3 €Y, ,定义 y:T>U ,erY; 使 得 对 于 任 
何 一 个 YET 有 

eid 如 果 7 关 a 
如 果 y=a 

易 见 y€ 开 yerX; 以 及 加 (y)= .这 证 明 如 (Teryy) 忆 世 . 反 
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过 来 的 包含 关系 是 明显 的 .因此 p(TlyerY,)=Y.， 国 

根据 定理 9.1.2, 立 即 可 得 ， 

推论 9.1,3 设 集 族 |X,|yer 对 于 短 一 个 YET 有 XX 隆 多. 则 
对 于 任何 aET, 管 卡 儿 积 []yerX, 的 第 a 个 投射 思 :1 [ycrXv 
义 , 都 是 满 射 。 国 

推论 9.1,4 设 集 族 |X,| ,er 对 于 每 一 个 YE 本 有 Xy 尖 2. 又 
设 尖 站 CT, 集 族 1A,1yer, 满足 条 件 : 对 于 每 一 个 YET 有 多 
天 4yCX. 则 对 于 每 一 个 aET， 

X。， 如 果 aE 攻 -了 


-1 一 
p(t CD 如 果 a€[ 
其 中 加 是 笠 卡 几 积 [了 Len 的 第 7 个 投射 
证 明 容易 直接 验证 ,在 推论 的 条 件 下 我 们 有 

27 4- HY 

其 中 对 于 每 一 个 7Y€ 卫 ， 

_JX。， 如 果 YET-T, 

»- 信 如 果 YE 

对 于 集 族 | xy jer 和 | Y jer 应 用 定理 9.1,2 立即 得 到 本 推论 的 
结论 国 


习题 


1. 证 明 : 定 理 9.1.1 与 选择 公理 等 价 . 
2. 给 定 两 个 集 族 |Y,| yer 和 |Z,1yer. 证明: 


(HMME)= Hsns) 
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在 这 一 节 中 我 们 将 有 限 个 拓扑 空间 的 积 空间 的 概念 推广 到 一 
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族 拓扑 空间 的 积 空 间 的 情形 . 

定义 9.2,1 如 果 一 个 全 族 | X | ,er 中 所 有 的 XX 都 是 拓扑 空 
间 , 我 们 则 称 |X,1 ver 是 一 个 拓扑 空间 族 或 一 族 拓扑 空间 . 

设 | 2 lxer 是 一 个 拓扑 空间 族 .容易 验证 备 卡 儿 积 上 EN 的 子 
集 族 

5 [py (Uy)|U; 是 XN, 的 一 个 开 集 ,7yE 了 | 
是 它 的 某 一 个 括 科 乡 的 一 个 子 基 ,其 中 py 是 稍 卡 儿 积 [TTyerXy 的 
第 YE 个 投射 .拓扑 了 称 为 备 卡 儿 积 TLyerX, 的 积 撕 托 ,拓扑 空 
间 (TIyerX; ,9) 称 为 拓扑 空间 族 jX, | yer 的 积 空间 .在 不 至 于 产生 
混淆 时 , 径 称 [yerXy 为 积 空间 .对 于 每 一 个 YET, 拓 扑 空 间 XX， 
称 为 积 空间 ITye rX, 的 第 7 个 坐标 空间 . 

易 见 有 限 个 拓扑 空间 的 积 空间 从 是 一 族 拓扑 空间 的 积 空间 的 
一 个 特殊 情形 (参见 定理 3.2.5) ,现在 将 关于 有 限 个 拓扑 空间 的 
积 空间 的 几 个 重要 的 定性 推广 到 对 于 一 族 拓 扑 空间 的 积 空间 . 读 
者 不 难 发 现 ,相应 定理 的 证 明 实 质 上 是 相似 的 . 

定理 9.2.1 设 1X,iyer 是 一 族 拓 扑 空 间 . 则 对 于 每 一 个 
a 了 , 积 宝 间 TTyerX, 的 第 a 个 投射 户 :T[erXy 一 和 是 一 个 连 
忽 开 映射. 

证 明 设 乡 是 积 空间 ITye rX; 的 积 拓扑 ,3 是 积 拓扑 定义 中 的 
那个 子 基 ， 

对 于 XX 中 的 每 一 个 开 集 UU, ,由 于 pi!'( UU.)E5 所 以 它 是 积 
空间 中 的 一 个 开 集 ,因此 如 连续 . 

设 史 为 的 每 一 个 有 限 非 空 子 族 之 交 的 全 体 构 成 的 集 族 . 根 
扬子 基 的 定义 ,多 是 积 拓扑 了 的 一 个 基 . 设 D 是 多 中 的 一 个 元 素 ， 
则 五 可 以 表示 为 

DT=gb CU IN (UN Np (CU, ) 
其 中 之 1, 并 且 每 一 个 吕 , 是 X。 中 的 一 个 开 集 . 我 们 不 妨 假 设 
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aiyazy…yan 是 并 中 两 两 不 同 的 个 元 束 ( 否 则 ,可 以 在 号 的 以 
上 表示 式 中 作 “ 同 类 项 "归并, 即 如 果 a; = & , 则 我 们 有 
pi (Us) Np (VU, )= pa (DU, NU,) 
因此 可 以 在 U 的 以 上 表示 式 中 消去 下 标 相同 的 项 ). 如 果 U = 
多 , 则 p,(U)= 多 是 X。 中 的 一 个 开 集 .如 果 口 到 多 , 则 诸 X。 天 
多 ,因而 根据 推论 9.1.3 我 们 有 : 
pA)=pAps (UNp CU INN pa (U, )) 
XK。 著 对 于 性 何 i =1,2,…, na 闫 a; 
- 忆 车 对 于 某 一 个 二 12 ,Hsa= a 

它 也 是 X。 中 的 一 个 开 集 . 以 上 证 明 积 拓扑 了 的 基 锡 中 的 任何 一 
个 元 素 的 如 象 是 拓扑 空间 XX。 中 的 一 个 开 集 . 宙 于 积 拓扑 了 的 每 
一 个 元 素 都 是 及 中 若干 个 元 索 的 并 ,因而 九 是 一 个 开 甩 射 ， 国 

定理 9.2,2 设 iX,|yer 是 一 族 拓扑 空间 .又 设 了 是 一 个 拓 
扑 空 间 . 则 映射 


了 一 也 
是 一 个 连续 映射 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 gET 映射 
Pf: YX 
是 连续 的 ,其 中 pp 是 积 空间 ]I,erX), 的 第 a 个 投射 . 
证 明 根据 定理 9.2.1, 每 一 个 投射 p. 都 连续 , 故 当 f 连续 
时 ,每 一 个 p,* 了 也 连续 ， 
设 对 于 每 一 个 *GP ,映射 如 "了 连续 .如 果 U 是 积 拓扑 定义 
中 的 子 基 9 中 的 一 个 元 素 , 划 U= pj!(U.), 其 中 aET,UU, 是 X。 
中 的 一 个 开 集 .因此 
FD= A (pe (VU))= (pf (UU,) 
是 Y 中 的 一 个 开 集 . 根据 定理 2.6.5, 这 证 明 是 一 个 连续 映射 
天 
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定理 9.2.3 设 1Xjer 是 一 族 拓扑 空间 . 令 了 为 TIverXy 的 
积 拓 站 .如 果 池 是 箭 卡 儿 积 |1yerX, 的 一 个 拓扑 使 得 对 于 任何 a 抱 
TyerX; 的 第 a 全 投身 :TIyerX, 一 X。 都 是 连续 的 , 则 
了 CF 

按 言 之 , 积 拓 扩 是 使 所 有 授 山 都 连续 的 最 小 的 拓 相 . 

证 明 记 9 为 [IyerX; 的 积 拓扑 了 的 定义 中 的 那个 子 基 . 则 
LE8 意 际 着 UU 可 以 表示 为 UU=po (UU,), 其 中 gET,U, 是 
中 的 一 个 开 集 .由 于 名 对 于 ITyerXy 的 拓扑 广 而 言 连续 , 故 UE 
因此 ?CC 东 而 这 明显 蕴涵 着 了 斑 计 加 

定理 9.2.4 设 |Xber 是 一 族 括 村 室 间 . 则 积 空间 也 Xy 
中 的 序列 | zf |sez, 收 雍 于 点 ZETIyerX, 的 充分 必要 条 件 是 对 
于 每 一 个 a€ 厂 ,拓扑 空 间 XX。 中 的 序列 [p(x 中 ) Hes, 收 化 于 
p(x)EX,. 

证 明 必要 性 根据 定理 2.7.3 和 定理 9.2.1 立即 可 见 . 

充分 性 设 zEIDergr ,lzoles 是 积 空间 TJyerX, 中 的 
一 个 序列 ,并 且 对 于 每 一 个 egE 了 ,第 a 个 坐标 空间 X, 中 的 序列 
{p(x 中 )iiez, 收 笋 于 p,(z)EX,. 

设 口 是 点 zx 的 一 个 邻 域 .根据 积 本 扑 的 定义 ,存在 xl,aa， 
qs0n 全 了 各。 ,DU 分 别 为 XX ,XX ，,…,X。 中 的 开 
集 使 得 


Epa (UN pS UN Np (VU IECU 
于 是 对 于 每 一 个 j=1,2,…,n 有 加 (z)E U, .由 于 每 一 个 序列 
| (ze ) ez, 都 政委 于 p, (x), 故 存在 整数 N, >0, 使 得 当 i> 
Nj 时 P(X)EU, ,NzOEp! (UU, ). 人 A 
N=max{N;|j=1,2,…,n! 
则 当 i>N 时 x 中 E pol(U, ) 对 于 所 有 j=1,2,…,n 成 立 . 亦 即 
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x Ep (UIP UMN Np (U, CU 
这 证 明 序列 | ze jiez, 收 全 于 zx， 国 

中 于 定理 9.2.4 的 缘故 , 积 拓扑 常 被 称 为 坐标 式 收 伍 的 拓扑 
或 点 式 收 伍 拓扑 ， 

避 是 

1. 设 IJrerz 是 拓扑 空间 族 1X, |yer 的 积 空间 . 证明: 如果 对 于 每 一 个 
7E 了 ,坐标 空间 X, 有 一 个 子 基 另 , 则 集 族 

多 = |p7'(S,)1S, EN! 
是 积 拓扑 的 一 个 子 基 , 其 中 p, 是 积 空间 的 第 y 个 投射 . 

2. 设 贡 2 是 拓扑 空间 族 1Xr lyer 的 积 空 间 , Pm CT. 定 义 映 射 pr: 
JX 下, 下 X 使 得 对 于 每 一 个 zE 和 Xr 有 pr, (z)E ,于 入 .其 中 bri (x) 
满 居 条 件 :对 于 每 一 个 YE 了 有 pr, (xz)(7Y)==z(Y). 证 明 pr, (z) 是 一 个 连 
匀 的 开刀 射 . 

3. 设 1X,i ,er 是 一 族 拓扑 空间 ,T 厂 , TCT 使 得 站 = UT 和 工 , 门 TT 
= 分 .证 明 ; 积 空间 IJyerXy 辐 胜 于 积 空间 LTyer, X, 和 积 空间 IIyer, Xy 的 
积 空间 TJyer, Xy x Tlyer, %,. 

4. 设 ITyerXy 是 拓扑 空间 族 |X, | ,er 的 积 空间 ,并 且 对 于 每 一 个 YET， 
了 是 坐标 空间 Xy 的 一 个 子 集 . 证明; 


(1*) = Hy 


ba 


5. 证 明 ;每 一 个 坐标 空间 都 同 且 守 积 空间 的 茶 一 个 子 空间 . 
$9.3 可 积 的 拓扑 性 质 


托 扑 空间 的 某 种 性 质 P 叫做 可 积 性 质 , 如 果 每 一 个 坐标 空间 
有 具有 性 质 P 蕴涵 着 积 空间 具有 考 质 P. 由 于 有 限 个 拓扑 空间 的 积 
空间 是 一 族 拓扑 空间 的 积 空间 的 特殊 情形 ,所 以 凡 不 是 有 限 可 积 
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的 性 质 也 一 定 不 是 可 积 的 性 质 ,如 Lindel6ff 和 正规 等 .然而 也 并 
非 每 一 个 有 限 可 积 的 性 下 痢 是 可 积 的 性 质 ,这 从 下 文本 以 明显 地 
看 出 .我 们 在 本 节 的 正文 中 只 是 作为 例子 处 理 几 种 拓扑 性 质 的 可 
积 性 问题 ,多 数 类 似 的 讨论 则 放 在 习题 中 留 给 读者 自己 去 完成 . 关 
于 紧 致 性 是 否 是 可 积 性 的 问题 则 放 在 下 一 节 中 讨论 ， 

定理 9.3.1 任何 一 族 连 通 空间 的 积 空间 部 是 连通 空间 . 

证 明 设 1X,|yer 是 一 族 连 通 空 间 , 如 果 |DerXy = 多 , 则 这 
个 积 空 间 显然 是 连通 的 .下 设 [J,erXy 关 多 . 

我 们 先 证 明 , 如 果 zx,yE11,e rX, 只 相差 有 限 个 坐标 , 即 集合 
17ETIz(Y) 关 y(Y)| 是 一 个 有 限 集 , 则 工 和 y 连通 . 当 x=y 时 
这 结论 是 明显 的 ,以 下 假定 x 关 y. 设 

{rETIz(Y)¥ (7 = fa,ars, on | ET 
其 中 4 写 1. 定 义 映射 
Pp:Xs, XK XXX [总 
使 得 对 于 任何 一个 
(rayzo EX, X Xe XR 
有 (zu ,zo，… )=z, 其 中 * 是 积 空间 |[yerXy 中 满足 以 下 
条 件 的 点 : 
X(Y) 车 对 于 任何 i=1,2,… ,ny 天 a 
| 著 对 于 某 ji=1,2,… ,#7Y= 

根据 定型 4.1.9, 积 空间 X。x XX … Xx X。 是 一 个 连通 空 
各 .此 外 六 是 一 个 连续 映射 . 这 是 因为 对 于 任意 a E 厂 ,如 果 对 于 
任何 i=1,2,…,n, 有 a 关 a, , 则 映射 

pa op: Re, XK,, xx 一 大 
为 取 常 值 x(e) 的 映射 , 它 是 连续 的 ;如 果 存 在 i =1,2,…, x ,使 得 
a 二 a , 则 映射 


年 
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ba, ob: Xo, X Xe, Xe 交大。 大 

恰 是 XX XX 的 第 ; 个 投 遇 ， 也是 连续 的 - 因此 根据 定 
理 9.2.2， 上 是 一 个 壬 续 肌 册 然后 根据 定理 4.1.8, p(X Xx X。 
Xx… x X。 ) 是 积 空 间 Tl,yerX, 的 一 个 连通 子 集 . 易 见 x,y 
p(X,, XX XK ). 所 以 工 和 yy 连通 . 

由 于 TDerX 天 好 ,任意 选取 xE1lyenX, ,并 且 设 C 是 积 空 
间 Tferxr 的 包含 着 z 的 那个 连通 分 支 . 设 3 是 积 空间 ]]yerX， 
的 积 拓扑 了 的 定义 中 的 那个 子 基 , 委 是 由 9 的 每 一 个 非 空 有 限 子 
族 的 交 抑 全体 构成 的 集 旅 . 根据 子 基 前 定义 ,多 是 了 的-- 个 基 . 如 
果 UE 多 并 且 U 关 多, 则 口 可 以 表示 为 

U=pa (Us Np (UN na (CU, ) 

其 中 诸 a, 两 两 不 同 ,并 且 每 一 个 U。 是 坐标 空间 X。 中 的 一 个 非 
空 开 集 ,n 主 1. 

令 为 [TerX, 中 油 足 以 下 条 件 的 点 ， 

7 车 对 于 任何 i =1,2,"',n ,Ya 
=z。 着 对 于 类 j=1,2,…， ,Y= 

其 中 每 一 个 x 是 在 X。 中 任意 取 定 的 一 个 点 .可 多 z 与 只 差 有 
根 个 坐标 . 所 以 w EC, 此 外 根据 u 的 定义 便 有 wwE U. 这 表明 x 
&ECNDU, 因 此 CN U@. 

由 于 C 与 积 空间 [lye rX;y 的 拓扑 的 某 一 个 基 中 的 每 一 个 非 
空 元 素 都 有 非 空 的 交 , 所 以 C = 了 yerX, ,然而 C 是 一 个 闭 集 ( 参 
见 定理 4.3.1) ,因此 C=TiyecX;, 从 而 积 空间 [lyerX, 是 一 个 连 
通 空 间 ， 国 

定理 9.3.2 设 1Xyiyrer 是 一 个 拓扑 空间 旋 , 并 且 对 于 任何 
YE 了 ,Xr 天 他 ,出 积 空间 [lyerXy 满足 第 二 可 数 性 公理 的 一 个 充 
分 必要 条件 是 指标 集 厂 中 有 一 个 可 数 子 集 局 使 得 淄 a€ Th 时 
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时 ,满足 第 二 可 数 性 公理 , 当 aE 工 -了 时 XX, 是 平 请 空间 . 

证 明 ”充分 性 ”在 定理 中 所 陈述 的 条 件 被 满足 的 条 件 下 , 设 
对 于 每 一 个 a€ 古 , , 集 族 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 X。 的 
一 个 可 数 基 ,并 且 当 aE€ 芽 -T 时 ,由 于 X。 是 平庸 空间 ,我 们 取 
双 = 1X,1. 这 时 集 族 

|pr (DY)U ES, rED 
是 积 空间 的 一 个 子 林 .了 明显 是 一 个 可 数 族 .有 可 数 子 基 的 拓扑 空 
间 必 定 有 可 数 基 . 所 以 积 空间 [1ye rX, 满足 第 二 可 数 性 公理 . 

必要 性 ” 设 积 室 间 Tc<rXy 满足 第 二 可 数 性 公理 .对 于 每 一 
个 aET 投 射 是 -- 个 满 的 连续 开 上 映射 (参见 定理 9.2.1 和 推论 
9.1.3), 所 以 根据 定理 5,1.4,X 满足 第 二 可 数 性 公理 . 

没 男 是 积 拓扑 了 的 定义 中 的 子 基 Y 的 每 一 个 有 限 子 族 的 交 的 
全 条 构成 的 集 族 , 它 是 积 拓扑 2 的 一 个 基 . 设 RE 红 , 则 茹 可 以 表 
示 为 


U=pa (UINpa US NN pa (CU ) 
其 中 ,as,…,asE 厂 两 两 不 同 ,并 且 每 一 个 U, 是 X。 中 的 一 个 
开 集 .根据 推论 9.1.4, 我 们 有 
”|X。 车 对 于 任何 i=1,2,… naa 
六 (C) TU。 闫 对 于 半 i=1,2,…na = 
其 中 p 是 积 空间 IDerXy 的 第 a 个 投射 .这 说 明 ,对 于 任何 UE 
淄 , 存 在 卫 中 的 一 个 有 限 子 集 Tu 使 得 当 a ET 了 时 p, (UU)= 
X,, 
由 于 积 空间 满足 第 二 可 数 性 公理 ,我 们 可 以 假定 积 拓扑 有 一 
个 可 数 基 多 包 洗 于 多 (参见 85.1 习题 3. ) 令 
Di= 心 Do 
厂 是 可 数 个 有 限 集 之 并 所 以 是 一 个 可 数 集 , 
以 下 我 们 证 明 : 当 ET PP, 时 X, 是 平庸 空间 . 因为 如 果 不 
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然 , 则 X, 有 一 个 非 空 的 真子 集 V.. 从 而 p,'(V,)E9, 故 存在 殉 
CC 舍得 
pr (Vi)= 电 
但 是 由 于 aE 了 一 症 , 所 以 对 于 每 一 个 UE 色 都 有 auEFP-Tu. 
从 而 p.(U)= XX,. 于 是 
V, =p. (pe (V.)) 
= (UVU)=X, 


UES, 
这 与 我 们 对 V。 所 作 的 息 定 矛盾 .这 就 证 明了 当 aET~ 也, 时 X。 
是 一 个 平庸 空间 ， 卜 

定理 9.3.3 任何 一 族 Hausdorff 空间 的 积 空间 都 是 Haus- 
dorff 空间 . 

证 明 设 |Xr ijyer 是 一 族 Hausdorff 空间 -如果 z,yE LX,， 
Z 夫 y, 则 存在 <E 卫 使 得 r(a) 天 y(o).z(a) 和 >y(c) 是 Hausdorff 
空间 XX, 中 不 同 的 两 个 点 ,它们 分 别 在 X, 中 有 开 邻 域 U 和 VV, 使 
得 U.N V,= .于 是 pa (DU,) 和 pi'(V,) 分 别 是 zx 和 y 在 积 空 
间 1 lerXy 中 的 两 个 开 邻 域 ,并 且 它 们 显然 无 交 . (其 中 p, 是 积 空 
间 ] lye rXy 的 第 a 个 投射 . ) 这 证 明 积 空间 下 ,erXy 是 一 个 Haus- 
dorff 空间 用 

定理 9.3.4 任何 一 族 完 全 正 别 空 间 的 积 空间 都 是 党 全 正则 
空间 ， 

证 明 设 1zler 是 一 族 完 全 正则 空间 . 为 证 明 积 空间 
TlyerXy 是 一 个 完全 正则 空间 , 设 zE IIergy , 理 是 ILerXy 中 不 
包含 点 z 的 一 个 闭 集 ,因此 V=TlyerX, -日 是 z 的 一 个 开 邻 域 ， 
从 而 存在 ai sa;,…,a,ET 两 两 不 同和 Xe。 中 的 开 集 U。 ,使 得 

rEU=pa (UI Np UIN Np (U, ) 
其 中 p。 是 积 空间 IJyenXy 的 第 ws 个 投射 ,n 之 1. 
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定义 映射 
p: 局 和 一 X 又 XXX 
使 得 对 于 每 一 个 -ET 
pz)= (za) ,202),, 2( 0, )) 
映射 是 一 个 连续 映射 ,因为 对 于 X。 x XX-… x X% 的 第 i 个 
投射 9 ,复合 映射 gow= 包 是 连续 的 ,此 外 容易 验证 
KO)=U, XU, XxU, 
它 是 XX XX …xX XX。 中 的 一 个 开 集 . 
由 于 积 空间 X, x XX… x X, 是 一 个 完全 正则 空间 (参见 定 
理 6.5.5), 所 以 存在 连续 映射 
EX X Xs, Xe XK [0,1] 
使 得 g(y(z))=0, 并 且 对 于 任何 
YEN XK XXK, Us XU, Xx Us, 
有 g(y)= 令 f=g og:TlyerXy 一 [0,1]. 则 F(z)=0, 并 且 由 于 
BCllyerX, ~ 口 ,可 见 对 于 任何 y€ B 有 f(y)=1. 这 证 明 积 空间 
LlyerX; 是 一 个 完全 正则 空间 国 
定理 9.3.5 设 | Xiiez, 是 可 度量 化 空间 的 一 个 可 数 族 , 则 
积 空间 ]lez, 成 是 一 个 可 度量 化 空间 . 
证 明 对 于 每 一 个 iE%,, 设 5 是 叉 的 一 个 度量 , 它 诱导 出 
XX; 的 拓扑 .定义 p; :Xi X Xi 一 民 使 得 对 于 任何 x;,y,EX 有 
ax)=minfof(z y;),1| 
容易 验证 w 是 X; 的 一 个 与 p; 等 价 的 度量 ( 即 ,p; 也 诱导 出 和 的 
拓扑 ). p; 满足 条 件 ; 对 于 任意 zx,,y; 全 X 有 pi (zx;,y)<1. 
令 义 =Iliez,X- 定 义 让 : 斑 XX-> 及 使 得 对 于 任何 xz,yE XX 


P(zy)= Satet ,3(7)) 
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(由 于 p; 所 满足 的 条 件 ,定义 是 合理 的 ,也 就 是 说 上 式 有 边 总 是 - 
个 收 全 级 数 . ) 易 于 直接 验证 p 是 X 的 一 个 度量 . 记 了 疾 义 由 度 
其 诱导 出 来 的 拓扑. 令 3 为 驴 的 积 拓 扑 了 的 定义 中 的 那个 子 
基 ， 

记 方 :XXi 为 X 的 第 i 个 投射 如 常 . 设 p;'(U)E5 其 中 
态 是 关中 的 一 个 开 集 ,对 于 任何 zE p71(U,), 即 pj(z)€ UD,， 
存在 实数 s >0. 使 得 球形 邻 域 B(zr(ji),e)C 芒 -于 是 2E 


EE Ep7 (UD). (因为 和 果 >E (= 汉 本 


1KT，y) 一 > FP (x(i), ye 
因此 
Ori), yp(r,y) Ke 

于 是 p(y)EB(r(),e)CU,, 因 此 yE pj" (UU;).) 这 证 明 
p;'《 口 ,) 对 拓扑 六 而 宦 是 一 个 开 集 ,因此 FCF! 从 而 98? 

另 一 方面 , 设 B(xz,e) 是 义 中 的 一 个 球形 邻 域 .对 于 每 个 y 
EB(z,e) ,根据 度 虹 空间 的 性 质 可 见 , 存 在 8>0 人 和 Bly ,HC 
B(z,e). 存在 正 整 数 N >0 使 得 号 vt 二 < 去 人 .易于 验证 
JyEWCB(y,6), 其 中 


W= pr (BD FY Np (By) NN 


pi (BN), nn)) 
由 于 WE 区 B(z,e)E 和 由 于 X 中 的 所 有 球形 邻 域 构成 拓扑 
纪 的 一 个 基 ,所 以 氏 C5 
综合 以 上 两 个 方面 ,我 们 有 多 = 这 也 就 是 说 X 的 度量 p 
诱导 出 X 的 积 拓扑 .于 是 积 空间 X= 了 和,X; 是 可 度量 化 的 ， 煞 
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习 是 


1- 证 明 :任何 一 族 ToCT ,正则 ) 空 间 的 积 空间 是 To(T , 正则) 空间. 

2. 设 |X,| ,er 是 一 族 拓 扑 空间 ,对 于 任何 YE 有 X 关节 .证 明 ; 积 空 
癌 TberXy 满足 第 一 可 数 性 公理 当 且 仪 当 荆 中 有 一 个 可 数 子 集 使 得当 
7 所 局 时 Xy 满足 第 一 可 数 人 性 公理 , 当 yE 了 -Pi 时 X 是 平 请 空间 . 

3. 设 {|Xziver 是 一 族 拓扑 空间 ,对 于 任 体 YE 有 X, 关 多 .证 明 : 积 室 
间 ]1ye rXy 可 度 是 化 当 且 仅 当 一 中 有 一 个 可 数 子 集 媚 使 得 当 YE mm 时 Xy 
可 度量 化 , 当 YE 一 了 时 XX, 是 单 点 集 . 

4. 设 |X,} yer 是 一 族 据 扑 空间 ,对 于 任 条 YET 有 XX, 关 多 .证 明 : 积 宅 
间 IIyerX; 局 部 连通 当 且 仅 当 一 中 有 一 个 有 限 子 集 六 使 得 当 y€ TT 时 X， 
局 部 连通 , 当 YE ~ 时 X, 是 连通 空间 . 

5. 设 |X,] ,er 是 一 族 拓扑 空 间 , 对 于 任何 > 各 有 罗 tr 天 必 . 证 明 ; 积 空 
局 IJve rr 是 离散 空间 当 生 仅 当中 有 一 个 有 限 子 集 使 得 当 YE 时 
xy 是 离散 空间 , 当 YET 一, 时 XX, 是 单 点 集 . 


i 
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本 节 给 出 Tychonoff 乘积 定理 ,该 定理 断言 一 族 紧 致 空间 的 
积 空间 仍然 是 一 个 紧 致 空间 .在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 补充 一 点 必 
要 的 预备 知识 , 即 证 明和 集合 论 中 的 一 个 与 选择 公理 等 价 的 命题 
Tukey 引 理 .《 在 正文 中 我 们 从 选择 公理 出 发 证 明 Tukey 引 理 ， 
Tukey 引 理 蕴涵 选择 公理 这 件 事 则 作为 习题 留 给 读者 去 证 明 , ) 

定义 9.4,1 设 罗 是 一 个 集 族 .如果 对 于 任意 A,BE 多 ,我 们 
有 4CB, 或 者 了 CA , 则 称 多 为 一 个 套 . 

易 见 ,一 个 套 中 的 任何 两 个 元 素 的 并 仍然 是 这 个 套 中 的 一 个 
元 素 ,从 而 一 个 套 中 的 任何 有 限 个 元 素 的 并 仍然 是 这 个 套 中 的 一 
个 元 紊 . 
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定义 9.4.2 设 圈 是 一 个 集 族 .如 果 下 是 多 的 一 个 元 素 当 且 
仅 当 上 玉 的 看 一 个 有 限 子 集 都 是 儿 的 元 素 , 则 称 了 3 是 一 个 具有 有 限 
特征 的 集 族 . 

引 理 9.4.1 如 果 字 是 一 个 非 室 的 具有 有 限 特 征 的 集 族 , 则 

(1) 多 中 每 一 个 元 素 的 任何 一 个 子 集 都 是 多 的 元 素 ; 

(2) 殖 中 性 何 一 个 宕 的 并 都 是 的 元 素 . 

证 明 (1) 设 AEZF,BCA. 则 B 的 任何 有 限 子 集 也 是 A 的 
有 限 子 集 , 记 以 是 的 元 索 . 因 此 BB 是 的 一 个 元 素 . 

(2) 设 多 是 多 中 的 一 个 套 .对 于 U cesC 的 任何 一 个 有 限 子 集 
入 ,和 中 必 有 有 限 个 元 素 Cl ,Ci,…,C, 使 得 

ACCUC UUC, 
由 于 CIU CiU…UG, 是 多 的 一 个 元 素 , 所 以 它 也 是 区 的 一 个 元 
素 . 所 以 AEZ. 因 此 UcesC 是 区 的 一 个 元 素 ， 国 

定义 9.4,3 设 下 是 集 族 凶 的 一 个 元 如 .如 果 多 没有 任何 元 
素 以 下 为 真子 集 , 则 称 下 为 多 的 一 个 极 大 元 吉 ; 如 果 炙 没 有 任何 
元 素 为 下 的 真子 集 , 则 称 玉 为 入 的 一 个 彼 小 元 素 . 

定理 9,4,2 [Tukey 引 理 ] 非 空 的 具有 有 限 特征 的 集 放 中 
必 有 极 大 元 素 . 

证 明 设 是 一 个 非 空 的 具有 有 限 特 征 的 集 族 , 若 8= | 弛 | ， 
则 史 为 的 极 大 元 素 . 下 设 外 中 有 非 空 的 元 素 ,并且 令 和 = Urey 
下 , 它 是 一 个 非 空 集合 -我 们 将 分 为 五 个 步骤 来 完成 引 理 的 证 明 . 

第 一 步 ” 根 据 选择 公理 ,X 有 选择 询 数 6e: 祥 ->X, 使 得 对 于 任 
意 AE 和 ,se(4)EA. 其 中 入 为 X 的 所 有 非 空 于 集 构成 的 集 族 

对 于 每 一 个 EF, 记 扩 =1zEXIFU 1x}E9, 玉 是 X 的 子 
集 .定义 映射 Y : 包 > 狗 使 得 对 于 任何 一 个 FE 


FUs(F-F) 下 -FE 夫人 
F FE-F=g 
易 见 ,x( 挛 ) 或 者 等 于 下 或 者 比 F 多 一 点 ,并 且 下 十 的 极 大 元 


x(F)= 
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素 当 且 仅 当 x( =F， 
第 二 步 9 的 子 族 了 如 果 满 是 条 件 ; 
(a) ES 


(b) 车 FE9, 则 X(F)EB 

(ce) 车 名 为 了 中 的 套 , 册 UcesCE 3 
则 称 了 为 一 个 t 子 族 , 据 前 一 引 理 以 及 映射 X 的 定义 可 见 , 乡 是 ~ 
个 上 子 旅 . 容易 验证 任意 ( 非 0) 多 个 z 子 族 的 交 仍 是 一 个 : 子 族 . 
于 是 车 令 扼 为 尔 中 所 有 : 子 族 的 交 , 则 所 是 一 个 上 子 族 ,并 且 是 
最 小 的 一 个 上 子 族 , 亦 即 如 果 了 是 一 个 上 子 族 , 则 了 夯 . 

假如 我 们 证 明了 匈 是 一 个 套 , 我 们 便 证 明了 Tukey 引 理 , 因 
为 ,这 时 我 们 若 令 下 = Uaes 和, 则 根据 条 件 (b) 和 (c) 可 得 FE 换 


和 X(CP)E 肌 ,于 是 FIDX(F), 从 而 X(P)= 上 .根据 第 一 步 的 结 
论 ,下 便 是 镍 的 极 大 元 素 . 
第 三 步 ” 对 于 每 一 个 CE, 令 
愉 CJ=1AE 肌 | 或 4CC, 或 CCAI 
又 令 
=1CENIUC)=N| 
显然 多 是 夯 中 的 一 个 赛 . 假 如 我 们 证 明了 抽 是 一 个 上 子 族 , 由 于 
多 是 最 小 的 + 子 族 ,我 们 便 有 所 = ,于 是 所 使 是 一 个 套 , 这 就 完 
成 了 Tukey 引 理 的 证 明 . 

空 集 属于 及 是 显然 的 .以 下 验证 31 满足 条 件 (c): 设 光 为 页 
申 的 一 个 套 ,P = UcesC. 对 于 任何 一 个 AE 肌 ,如 果 所 有 多 中 元 
素 都 包含 于 4 , 则 PCA ;如果 史 中 有 一 个 元 素 包含 着 A, 则 P 乙 
A. 这 说 明 纹 P)= 搞 , 亦 即 PE 扩 . 于 是 ,如 果 验 证 了 芒 满足 条 件 
(0) ,我 们 便 完 成 了 Tukey 引 理 的 证 明 . 

第 四 步 ” 对 于 每 一 个 DE, 令 

YD)=[AENIACD 或 YD)ICA} 
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显然 我 们 有 光 (D)C3X(DD))》 ,假如 证 明了 光 ( 感 ) 是 一 个 上 子 族 ， 
我 们 便 完 成 了 Tukey 引 理 的 证 明 , 加 为 由 于 纲 是 最 小 的 上 子 族 ， 
并 且 这 时 我 们 有 ;对 于 每 一 个 DE, 只 X(D))= 久 ,好 XX(D)E 
页 .这 也 就 是 说 页 满足 条 件 (b). 

第 五 步 (DD) 是 一 个 + 子 族 的 证 明 , 我 们 来 逐步 验证 YY 满足 
t 子 族 的 三 个 条 件 : 

(1) 显然 , BEY(D). 

(2) 我 们 来 验证 :车 AEYCD), 则 XX(A)EY(D). 分 为 三 种 
情形 讨论 ， 

(D ACD,A 关 DD. 我 们 证 明 这 时 必 有 XxX(A)CD. 如 果 不 是 
这 样 ,由 于 PE 万 ,那么 DD 便 会 是 xX(A4) 的 真子 集 . 这 样 一 来 ， 
X(A) 便 比 A 多 两 点 ,矛盾 .于 是 我 们 有 :XY{(A)CX(D), 从 而 
X(A)EY 人 (D)， 

(i 及 =DD, 此 时 有 X(A)=X(D), 从 而 X(A)EY(D). 

( 道 ) X(D}CA. 由 于 XCA) 比 A 至少 多 一 点 ,因此 X(A) 汪 
X(D), 从 而 X(AYEY(D). 

(3) 车 6 是 YD) 中 的 一 个 套 .如 果 6 的 每 一 个 元 素 都 包含 于 
也 , 则 

0= Y,4ACD 
如 果 6 中 有 一 个 元 素 包含 X(D), 则 O 二 X(D), 又 因为 而 是 z 了 于 
族 ,DE 态 ,于 是 按 DD) 的 定义 ,有 OEY(CD). 

至 此 Tukey 引 理 全 部 证 明 完 毕 ， 国 

推论 9.4.3 设 多 是 一 个 具有 有 限 特 征 的 集 族 ,并 且 A 
则 歼 中 有 一 个 包含 A 榴 极 大 元 素 . 

证 明 令 负 =1FE 天 FUAEZ1. 由 于 AES, 故 多 非 空 . 
此 外 ,车 BE 机 ,对 于 旦 的 任何 有 限 子 集 Bi, 由 于 BI UACBU 
A, 故 BiUAE 史 从 而 BE 画 . 反 之 , 若 BE 的 每 一 个 有 限 子 集 
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都 属于 分 ,考虑 BUA 的 任何 一 个 有 限 子 集 A,. 令 Bl =B[iA,， 
Bi 为 B 的 有 限 子 集 , 故 BE 名, 即 BiUAE8 但 由 于 
和 AiCBIU A ,所 以 A1EF. 因 为 是 具有 有 限 特征 的 ,BUAE 
3, 喜 BE 名 ,这 便 证 明了 名 是 具有 有 限 特 征 的 集 族 ， 

应 用 Tukey 引 理 , 务 有 一 个 极 大 元 素 , 设 为 M. 首 先 ,我 们 有 
MUAE 扣 ,由 于 M 是 匈 的 一 个 极 大 苑 素 , 故 M= MUA4 , 即 夺 
CM. 其 次 ,我 们 证 明 M 是 多 的 一 个 极 大 元 素 . 这 是 因为 著 KE 
并 且 KDM, 则 KUA=KEZ 即 KE, 从 而 KK=M.， 简 

定理 9.4.4 [Alexander 子 基 定 理 ] 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,jj 
是 它 的 一 个 子 基 . 如 果 由 的 元 素 构 成 的 四 的 每 一 个 禾 盖 有 一 个 
有 限 子 覆盖 , 则 拓 才 空间 太 是 一 个 紧 致 空间 、 

证 明 ”假设 由 多 的 子 基 9 的 元 素 构成 的 X 的 每 一 个 覆盖 都 
有 有 限 子 覆盖 ， 

令 鱼 为 了 的 每 一 个 非 空 有 限 子 族 的 交 的 全 体 构成 的 集 族 . 根 
据 子 基 的 定义 ,名 是 X 的 一 个 基 . 根据 定理 7.1.3 ,为 证 阴 本 定理 
只 要 证 明 以 下 论断 1. 

论断 1 由 努 中 的 元 素 构成 的 X 的 每 一 个 覆盖 都 有 有 限 子 
材 盖 ， 

而 论断 1 又 等 价 于 以 下 论断 2. 

论断 2 如 果 级 ,CC 多, 并 且 多 的 任何 一 个 有 限 子 族 都 不 覆盖 
XX, 则 秀 ! 不 履 盖 XX. 

为 证 明 论 断 2, 令 为 由 多 的 所 有 子 族 和 构成 的 -- 个 类 ,要 
求 狐 的 任何 一 个 有 限 子 族 都 不 是 X 的 覆盖 .更 准确 些 , 即 令 

= 91C 纪 | 印 没 有 有 限 子 族 禄 郑 六 
因此 为 证 明定 理 只 要 证 明 以 下 论断 3. 

论断 3 二 中 的 每 一 个 元 素 都 不 是 X 的 对 盖 . 

根据 & 的 定义 可 见 , 是 一 个 具有 有 限 特征 的 集 族 .我 们 先 来 
证 明 以 下 论断 4. 
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论断 4 如 果 允 是 E 中 的 一 A 
N= ,My,4 
论断 4 的 证 明 : 设 w 是 & 中 的 一 和 任意 选取 CE 
动 -好 如 果 汉中 的 任意 一 个 有 限 子 族 吧 都 使 得 U1CI 不 是 关 
的 一 个 覆盖 , 则 U1C]Es. 这 与 以 是 中 的 一 个 极 大 元 素 这 一 
殷 设 矛盾 .因此 ,x 中 存在 着 一 个 有 限 子 族 , 设 为 1A ,As,…,A,1 
已 风 使 得 
CUAIUAUUA,=X 

因此 ,如 果 还 有 Cs€ 多- 尽 , 则 存在 | ,B:,…,Bu1iCY 使 得 
CUB1UB,U*…UB, =X 

于 是 

(CNCIOUAU AUUA, UB UBYU.RUB,.=X 
从 而 Ci 让 CE 多 -地 (这 是 因为 , 左 果 CI 站 CE 忆 则 到 有 一 个 
有 限 子 族 是 X 的 覆盖 ,与 WE 矛盾 . ) 

将 以 上 论证 总 结 一 下 便 得 到 ;如 果 Ci, CE 多 使 得 Ci 门 C2 
EA, 则 或 者 CiE 或 者 C,€ wt 由 此 ,并 简单 地 通过 归纳 证 明 立 
即 可 见 :对 于 任何 正 整 数 户 , 恕 果 Cl , Ci,…,C, 马 刻 使 得 

CNG NN CE 
则 存在 某 一 个 i=1,2,…,pp 使 得 CE 

设 AE mw, 则 因为 A 是 中 的 某 有 限 个 元 素 之 交 , 即 存在 Si ， 
Ss，… ,Ss 全 9 使 得 A= Si 站 5S; 们 … 介 5S,, 因 此 根据 前 段 结论 ,可 
见 对 于 某 一 个 i=1,2,…,p, 有 SiE wp 门 纺 所 以 ACS,E 站 奖 
于 是 


NAc, 

AEMT 
反 过 来 的 包含 关系 , 即 Uney4 忆 Uscuny4 是 明显 的 .这 样 我 们 就 
完成 了 论断 4 的 证 明 . 


设 民 是 & 中 的 一 个 极 大 元 素 . 由 于 站 9 是 wy 的 一 个 子 族 ,所 
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以 它 的 任何 有 限 子 族 都 不 覆盖 多 ,又 由 于 它 是 > 的 一 个 子 族 ,根据 
假定 , 它 不 是 XX 的 覆盖 .因此 根据 论断 4 可 见 :E 中 的 任何 一 个 极 
大 元 索 如 都 不 覆盖 入. 

最 后 我 们 来 证 明 论断 3. 设 嵌 €&, 根 据 推论 9.4.3,& 中 有 一 
个 极 大 元 素 x 包含 中 .我 们 已 经 证 明 wf 不 是 X 的 覆盖 ,因此 印 世 
不 可 能 是 X 的 覆盖 , 也 就 是 说 ,论断 3 是 成 立 的 . 至 此 定理 的 证 明 
完成 国 

定理 9.4.$[Tychonoff 乘积 定理 ] 性 何 一 族 紧 致 空间 的 积 
空间 都 是 紧 至 空间 . 

证 明 ” 设 1X,iyer 是 一 族 紧 致 空间 , 令 8 为 积 空 间 X= TTer 
六 , 定义 中 的 那个 子 基 ( 见 定义 9.2,1). 

设 妈 是 积 空间 X 的 一 个 覆盖 , 它 由 的 元 素 构 成. 对 于 每 一 
个 yYET, 令 

= {UU, py (CU,) EA 
我 们 断定 ;存在 yo 使 得 多 ,是 XX 的 一 个 开 覆 盖 .因为 若 不 然 , 则 
对 于 每 一 个 y 和 了 ,9 不 是 Xy 的 覆盖 . 则 此 时 存在 
XryEX,— Mc 
定义 3 各 和 使 得 对 于 每 一 个 rE 民 有 zz(r)= zy. 则 
x ¢ Ya 
也 就 是 说 wy 将 不 是 久 的 覆盖 ,与 关于 wz 的 假设 六 盾 . 
因此 多 ,有 一 个 有 限 子 族 , 设 为 9,， ,覆盖 Xn .于 是 
[pn (DY DE SD, | 
便 是 x 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 
根据 定理 9.4.4, 本 定理 证 明 完 成 国 


习 题 
1. 设 一 族 非 空 的 拓扑 空间 的 积 空间 是 一 个 紧 致 空间 .证 明 :每 个 坐标 
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空间 都 是 紧 致 空间 - 

2. 证 明 ; 紧 致 的 Tychonoff 空间 可 以 不 是 可 崎 量化 空间 ， 

3, 设 | 2 lyer 是 一 个 扼 扑 空间 族 .证明 :如 果 谱 坐标 空间 X, 中 有 无 限 
多 个 都 不 是 紧 致 空间 , 则 积 空间 开 yerXv 中 的 每 一 个 紧 臻 子 集 都 没有 内 点 - 

4 , 设 |Xr |rsr 是 一 个 拓扑 空间 旗 , 对 于 任何 7GR 有 六 天 多 -证 明 ;各 
空间 []yerXy 是 局 部 紧 致 空间 当 具 仅 当 卫 中 有 一 个 有 限 子 集 有, 使 得 当 YE 
有 时 X, 是 局 部 紧 致 空间 , 当 YE -局 时 X 是 紧 致 空间 . 

5. 证 明 Tukey 引 理 蕴 潘 选择 公理 , (提示 :说 是 由 非 空 集合 构成 的 一 
个 非 空 旅 . 考 患 定义 在 过 的 子 族 上 的 所 有 的 选择 函数 构成 的 族 天 指出 多 是 
非 空 的 .将 选择 函数 理解 为 集合 ,并 证 明 邓 是 具有 腿 特征 的 . ) 
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设 和 是 一 个 拓 四 空间 ,P 是 一 个 集合 .从 耻 到 X 的 所 有 映射 
构成 的 集合 记 作 大 . 按 笛 卡 几 积 的 定义 ,事实 上 集合 研 便 是 集 
族 iXjer 的 笛 卡 儿 积 ITJyerX, 因 此 它 有 积 拓扑 ,习惯 上 常 称 这 个 
积 拓扑 为 X 的 点 式 收复 拓扑 . 

定义 9,5.1 设 丁 是 一 个 集合 .从 古 到 单位 所 区 间 [0,1] 的 
所 有 映射 构成 的 集合 [0,1]7 连同 它 的 点 式 收 做 拓 补 称 为 一 个 方 
体 ， 

明显 地 , 方 体 以 ” 维 欧 氏 空间 从 中 单位 方 体 为 特例 , 由 于 我 
们 熟悉 单位 闭 区 间 [0,1] 的 拓扑 特性 ,所 以 方 体 [0,1]" 的 某 些 拓 
扑 性 质 也 容易 得 知 . 例 并 ,每 一 个 方 体 都 是 连通 的 紧 致 的 Ty- 
chonoff 空间 ,并 且 当 荆 是 可 数 集 时 , 方 休 [0,11]' 是 满足 第 二 可 数 
性 公理 的 可 度量 化 空间 ， 

然而 , 方 体 中 究竟 都 包含 了 那些 类 型 的 拓扑 空间 ? 换言之 , 何 
种 拓 盾 空间 可 以 典 入 到 方 体 中 去 ”这 是 我 们 在 本 节 中 将 要 研究 的 
问题 .研究 的 结果 表明 ,所 有 的 Tychonoff 空间 ,也 就 是 所 有 紧 臻 
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Hausdorff 空间 的 所 有 子 空间 ,事实 上 都 可 以 被 “ 装 "在 某 一 个 方 体 
之 中 . 

在 $6.6 中 我 们 证 明了 每 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 全 空 
间 都 可 以 嵌入 Hilbert 空间 .那个 定理 的 证 明 程式 可 以 一 般 化 ,这 
恰 为 我 们 解决 现在 的 课题 提供 了 一 条 有 效 的 途径 . 

定义 9.5.2 设 义 是 一 个 拓扑 空间 ,下 是 一 族 映 射 ,其 中 的 
每 一 个 元 素 是 从 拓扑 空间 X 到 某 一 个 拓扑 空间 的 一 个 映射 . 如果 
对 于 任何 工 ,y 扣 X,z 天 y ,存在 FEF 使 得 f(x) 关 f(y), 则 称 碳 
射 族 下 是 一 个 区 别 点 的 映射 族 ; 如 果 对 于 任何 zxEX 和 X 中 的 任 
何 一 个 不 包含 点 工 的 闭 集 忆 , 硝 在 fE 下 使 得 7 荆 ) 作 元 瑟 7, 则 称 
映射 族 已 是 一 个 区 别 点 和 闭 集 的 映射 族 . 

引 理 9.$.1[ 嵌 人 引 理 ] 设 EX,|yer 是 一 个 托 村 空间 族 ,Y 
是 一 个 括 扑 空 间 ,f:Y>T]yerX, 是 一 个 映射 . 令 

F=|p, of: YX.laET! 

其 中 ps 是 TIyerX, 的 第 a 个 投射 . 刚 

(1) 是 一 个 连续 映射 当 且 仅 当下 是 一 个 由 连续 映射 构成 的 
族 ( 即 下 的 每 一 个 元 素 都 是 连续 爱 射 ); 

(2) 了 是 一 个 单 射 当 且 仅 当 映 射 族 下 能 区 别 点 ; 

(3) 如 果 下 是 一 个 能 区 别 点 和 闭 集 的 映射 族 , 则 f: Y 一 
了 (了 Y) 是 一 个 开 上 映射 . 

证 明 (1) 即 是 定理 9.2.2 的 重 述 . 

(2) 设 上 是 一 个 单 射 . 则 对 于 任何 z,yE Y,z 天 y》 有 f(x) 关 
扩 3?) 即 存在 eE 工 使 得 户 (7(z)) 天 如 (7F(y)) 亦 即 加 sfF(z) 
关 p。 of(y). 由 于 p。 cfE 下 ,这 说 明正 是 一 个 区 别 点 的 映射 族 ， 
(2) 中 的 必要 性 部 分 的 证 明 完成 .充分 性 部 分 的 证 明 完全 类 似 , 从 
略 .( 请 读者 自己 补 证 . ) 

(3) 设 F 是 一 个 区 别 点 和 闭 集 的 映射 族 , 为 证 明 广 :了 一 
f(Y) 是 一 个 开 觅 射 , 仅 需 证 明 对 于 Y 中 的 任何 一 个 点 zEY 和 
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点 z 的 任何 一 个 开 名 域 已 CC 了 ,集合 关口 ) 是 A(z) 在 拓扑 空间 
了 (Y) 中 的 一 个 邻 域 . 
设 zEY 和 UCY 是 zx 药 一 个 开 邹 域 .由 于 下 区 别 点 和 闭 
集 , 故 存在 e 挟 了 使 得 
bs of Cr) Gp, of(Y- 1 
即 
f(z)¢ pe! Ups of (YU)) 
亦 由 fz)E 更 ,其 中 
到 = 11*%,- pi! Cp of YT- UY 
显然 W 是 积 空间 = Iherx, 中 的 一 个 开 集 .并 且 由 于 
pi' (pe FY -TIOpiitp, of(Y-U)) 
DFf(Y-U) 


于 是 我 们 有 
IVINW =f(Y)- pr (p, of(Y¥ ~ U)) 
CAYD-AY- DTAU) 
所 以 ALD) 是 点 f(x) 在 fA(Y) 中 的 一 个 分 域 ， 国 

定理 9.5.2[ 肉 人 定理 ] 设 秆 是 一 个 拓扑 空间 . 则 丑 是 一 个 
Tychonoff 空 闻 当 百 仅 当 X 能 嵌入 某 一 个 方 体 . 

证 明 单位 诸 区 各 [0,1] 是 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,根据 
定理 9.3,3 和 Tychonoff 乘积 定理 (定理 9.4.5) 可 见 任何 一 个 方 
体 也 是 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 . 根据 推论 7.2.6, 每 一 个 方 体 
都 是 Tychono 人 空间 . 易 见 它 的 每 一 个 子 空间 ,以 及 每 一 个 同 胚 于 
它 揭 子 空间 的 拓扑 空间 也 都 是 Tychonoff 空间 .所 以 当 拓扑 空间 
能 嵌入 于 某 一 个 方 体 时 , 它 必然 是 一 个 Tychonoff 空间 . 

另 一 方面 , 设 基 是 一 个 Tychonoff 空间 ,下 是 从 X 到 [0,1] 的 
所 有 连续 映射 构成 的 族 .由 于 和 是 一 个 五 空间 ,所 以 X 中 每 一 
个 点 构成 的 单 点 集 都 是 X 中 的 效 集 .因此 ,根据 Tychonoff 空间 的 
定义 直接 可 见 ,映射 族 已 是 一 个 既 区 别 点 又 区 别 点 和 闭 集 的 映射 
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[6,1 满足 条 件 ; 对 于 任何 fE 下 有 e(zr) 及 =Fz)E[0,1, 易 
见 ,对 于 每 一 个 /EF 有 py ce= 了 ,其 中 py 是 [0,1] 的 第 了 个 投 
射 . 困 此 

F= |p velf€EF!} 
根据 彝 人 引 理 ( 引 理 9.5.1) ,映射 < 是 从 X 到 [0,1]5 中 的 一 个 杠 
人 ， 四 

定理 9.5.3 设 和 是 一 个 拓扑 室 间 . 则 X 是 一 个 Tychonoff 
空间 当 且 仅 当 于 能 幅 入 于 某 一 个 紧 臻 的 Hausdorff 空间 . 

证 明 如 果 X 是 一 个 Tychonoff 空间 ,根据 定理 9.5.2,X 可 
以 牛人 于 某 一 个 方 体 ,然而 每 一 个 方 体 都 是 紧 致 的 Hausdorff 空间 
《理由 可 见于 定理 9,5,2 的 证 明 中 ). 因 此 当 页 是 :一 个 Tychonoff 
空间 时 , 它 可 以 嵌 人 于 某 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 . 

另 一 方面 ,每 一 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 都 是 Tychonoff 空间 
(参见 推论 7.2.6), 耐 易 见 Tychonoff 空间 的 每 一 个 子 空间 都 是 
Tychonoff 空间 ,因此 ,如 果 一 个 拓扑 空间 能 够 媒人 于 一 个 紧 致 的 
Hausdorff 空间 时 , 它 必然 是 一 个 Tychonoff 空间 国 

习 题 

1. 设 |Xy jyer 是 一 个 拓扑 空间 族 , 对 于 任何 yzE 六 有 明天 区 .证 明 :如 
景 积 空间 1TrerXy 是 一 个 Tof Ti ,Hausdorf, 正 则 ,正规 ,7T3 ,T4) 空 间 , 则 每 
一 个 坐标 空间 X, 也 是 To( Ti ,Hausdorff, 正则 ,正规 ,T;, T, ) 空 间 ， 


2 举例 说 明 嵌 人 引 理 ( 寻 理 9.5. 了 切中 第 (3) 条 中 的 “ 则 " 字 丰 能 改 为 “ 当 
其 科 沿 " 


3. 利用 幅 人 下 理 ( 引 更 9.5,1) 简 化 Uryshon 媒人 定理 (定理 6.6.1) 的 证 
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在 数学 分 析 中 我 们 已 经 研究 过 如 何 用 多 项 式 函 数 去 逼近 连续 
函数 .在 那里 奶 近 的 概念 牵涉 到 度量 ,也 就 是 说 把 一 类 函数 作成 一 
个 度量 空间 然后 去 研究 这 个 度量 空间 的 性 质 .然而 拓扑 概念 的 引 
人 却 使 我 们 可 以 在 更 广泛 的 意义 下 去 研究 相应 的 问题 .在 本 章 中 ， 
我 们 介绍 映射 集合 的 点 式 收 敏 拓扑 ,一 致 收 剑 拓扑 和 紧 致 开拓 扑 ， 
它们 是 最 常见 的 三 种 ， 
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设 X 是 一 个 集合 ,Y 是 一 个 拓扑 空间 .如 前 一 节 中 那样 ,我 们 
把 从 XX 到 Y 的 所 有 映射 移 成 的 集合 记 作 YY . 曾 几 次 指出 YY 便 
是 笛 卡 儿 积 IJsexY. 

对 于 任意 zEX, 令 e.: YY 一 Y 为 YY 的 第 z 个 投射 , 则 对 于 
任何 FE Ye,(f)= 了 (zz) 愉 是 映射 在 点 z 处 的 象 .因此 我 们 
将 投射 e, 改称 为 YY 在 点 EX 处 的 赋值 映 笑 . 

另 一 方面 YY 的 积 拓扑 已 有 定义 ,在 当前 的 情形 下 ,这 个 积 拓 
扑 了 便 是 以 

入 esi(D)|U 是 Y 中 的 一 个 开 集 ,x EX| 
为 子 基 的 扬 扑 .我 们 将 Y* 的 拓扑 了 称 为 YY 的 点 式 收 雍 拓扑 ;将 
拓扑 空间 (YX ,9) 称 为 从 集合 关 到 析 扑 空间 了 的 映射 空间 (点 式 
收 化 拓扑 ). (为 了 区 别 映射 空间 的 其 它 类 型 的 拓扑 ,此 处 括号 中 关 
于 拓扑 的 附注 一 般 不 予 省 略 . ) 
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由 于 映射 空间 (点 式 收 合 拓扑) 本 身 便 是 一 类 特别 的 积 空 间 ， 
此 关于 积 空 间 的 一 般 结论 全 部 适用 于 它 ,而 无 须 另行 证 明 , 我 们 
择 要 归纳 如 下 : 

定理 10.1.1 设 多 是 一 个 集合 ,Y 是 一 个 拓扑 空间 . 则 映射 
室 闻 了 (点 式 收 数 扰 扑 )} 是 To( Ti ,Hausdorff, Ts, Tychonoff, 正 
则 ,完全 正则 ,正规 ,或 紧 致 ) 的 当 且 仅 当 拓 补 空间 了 是 To(Ti， 
Hausdorff, Ts ,Tychonoff ,正则 ,完全 正则 ,正规 ,或 紧 致 ) 的 。 国 

定理 10.1.2 设 久 是 一 个 集合 ,了 是 一 个 拓 提 空间 . 别 映 射 
空间 了 (点 式 收敛 拓扑 ) 满 足 第 二 可 数 性 公理 (满足 第 一 可 数 性 
公理 ) 当 且 仅 当 或 者 了 是 一 个 平庸 空间 ,或 者 入 是 一 个 可 数 集 并 
且 Y 满足 第 二 可 数 性 公理 (满足 第 一 可 数 性 公理 )， 图 

定理 10.1.3 设 久 是 一 个 集合 ,了 是 一 个 拓扑 空 间 . 则 映射 
空间 Y (点 式 收 化 拓扑 ) 中 的 序列 ( 矿 )iez, 收效 于 FE YY 当 且 仅 
削 对 于 每 一 个 zE 义 ,拓扑 空间 Y 中 的 序列 | (x)]ies, 收效 于 
f(z). 国 

讨论 连续 映射 当然 更 为 要 紧 .因此 我 们 引进 以 下 定义 ; 

定义 10.1.1 设 久 和 YY 是 两 个 拓 相 空间 . 记 人 (X,Y) 为 从 
XX 到 了 的 所 有 连续 映射 构成 的 集合 . 因此 X,Y)C YY. 
外 (X，Y) 作 为 贞 射 空间 YY (点 式 收 化 拓扑 ) 的 子 空间 称 为 从 拓扑 
空间 和 到 括 扑 空间 Y 的 连续 瑞 射 空 间 ( 点 式 收 伍 拓 扑 ) ,并 且 这 时 
低 和 ,YY) 的 拓扑 也 叫做 点 式 收效 撕 扑 ， 

咏 玉 ,Y) 作 为 Y* 的 子 空间 ,自然 可 以 继承 YY 的 许多 拓扑 
性 质 . 例如 , 当 Y 是 Hausdorff 空间 时 ,由 于 映射 空间 总 (点 式 收 
伍 拓 扑 ) 蚌 Hausdorf 空间 ,所 以 连续 映射 空间 咏 和 ,了 Y)( 点 式 收 伍 
拓扑 ) 也 是 Hausdorff 空间 . 像 这 样 一 些 经 过 简单 的 推 证 即 可 得 到 
的 结论 ,不 在 此 一 一 裤 举 了 ， 

定理 10.1.4 设 里 是 一 个 Tychonoff 空间 . 则 从 义 到 实数 空 
间 及 的 所 有 连续 映射 构成 的 集合 会 壬 ,及 ) 是 映射 空间 也 ( 点 式 收 
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你 拓扑 ) 中 的 一 个 稠密 子 集 ， 
证 明 ”需要 证 明 的 是 在 映射 空间 尼 中 的 任何 一 个 非 空 开 集 
中 都 有 台 (X, 中 ?中 的 元 素 .为 证 此 又 只 要 证 明 在 ] 忆 的 某 一 个 基 中 
的 每 一 个 非 空 元 素 中 都 有 志和 ,及 ) 中 的 元 素 . 
根据 定义 ,映射 空间 并 有 一 个 子 基 
5 ez'(U) TU 是 民 中 的 一 个 开 某 ,EX 
其 中 er- 是 民 在 点 zEX 处 的 赋 传 映射 . 记 轨 为 Y 的 每 一 个 非 空 有 
限 子 族 之 交 全 体 构 成 的 集 族 , 它 是 向 的 一 个 基 . 设 避 是 多 中 的 一 
个 非 空 元 素 . 则 U 可 以 表示 为 
U=en (UD Nes (UD) NNen(U,) 
其 中 zx;€ 光 ,UU; 是 容 中 的 非 空 开 集 ,i =1,2,-…,n .并 且 我 们 不 妨 
假定 诸 x; 互 不 相同 .对 于 每 一 个 1,2,…,# ,任意 选取 a; EU ,使 
得 aj 六 1. 由 于 XX 是 一 个 Tychonoff 空间 , 故 存在 连续 跌 射 所 :六 


一 有 使 得 
={ 如 果 了 = 
2 人 (51 如 果 ji 
定义 黄 射 g:XX 一 民 使 得 对 于 任意 x E XX， 


E(x)=g1(r) "gar) ga (I) 
明显 地 ,对 于 每 一 个 i =1,2,…,x ,我们 有 g(xz;)= aE U;. 因 此 
8E U. 另 一 方面 由 于 & 都 是 连续 的 ,所 以 g 也 连续 (请 读者 自行 
完善 证 明 ). 因 此 5< 性 X,R) 门 U， 国 

定理 10.1.5 的 以 下 表达 方式 (我 们 将 它 写作 推论 ,实际 上 只 
不 过 是 定理 10.1.4 的 一 个 翻版 ) ,或 许 能 够 使 我 们 更 容易 理解 这 
个 定理 的 内 涵 - 

推论 10.1,5 设 久 是 一 个 Tychonoff 空间 ,了 : 久 一 民 . 虽 对 
于 任意 给 定 的 实数 。 >0 和 和 中 有 限 个 点 zi ,Ts，…,Xx, ,在 在 一 
个 连续 映射 g 使 得 | f(x;) 一 g(x;)|<e 对 于 i 二 1,2,…,n 成 立 . 

| 
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推论 10.1.5 能 够 使 我 们 更 为 直观 地 感觉 到 ,所 谓 点 式 收敛 拓 
扑 便 是 刻画 典 射 在 有 限 个 点 处 “ 表 近 ”的 拓扑 ;也 能 够 使 我 们 感觉 
到 讨论 贞 射 空间 不 同 拓扑 ( 它 决定 了 台 射 的 不 网 “ 通 近 ”方式 ) 的 必 
要 性 . 


习 ”是 


1. 设 和 是 一 个 Tychonoff 空间 ,并 且 只 包含 可 数 多 个 点 ,映射 空间 RR" 取 
点 式 收 敏 拓扑 .证 明 : 如 果 fE 开 , 则 存在 8(XX, 丸 ) 中 的 一 个 序列 | 天 liez, 收 
急于 矿 

2, 考 庶 喘 射 空间 民 (点 式 收 全 拓扑 ), 其 中 1=[0,1]. 对 于 每 一 个 i€ 
名 ,定义 无 民 使 得 对 于 任意 xEI 有 所 (x) = 江 .证 明 : 民 中 的 序列 1,es. 
收 伍 ,但 其 极限 不 是 一 个 连续 映射. 

3. 在 定理 10,1.4 中 将 所 有 的 实数 空间 及 分 别 换 成 欧 氏 平面 本 或 单位 
男 周 S! . 试 确定 改换 后 的 根 应 结论 是 否 成 立 ? 给 出 你 的 证 明 或 反例 . 


$ 10.2 ”一致 收 剑 度 量 和 一 致 收 伍 拓 四 


在 这 一 车 中 我 们 先 讨论 从 一 个 拓扑 空间 到 一 个 度量 空间 的 所 
有 连续 映射 构成 的 集合 ,为 它 给 出 一 个 度量 ,并 自 研究 它 的 特性 . 

定 久 10.2.1 设 及 是 一 个 集合 ,(Y,p) 是 一 个 度量 空间 , 记 
多 为 从 里 到 的 所 有 映射 的 集合 如 常 .定义 :YY X YY 一 及 使 
得 对 于 任何 f,gE€ Y*， 
= 1 存在 T 双 加 使 振 p(F(z) sz))Z1 

” lsupfo(f(z),f(y))lzEXI 其 它 情 形 

容易 验证 疡 是 YY 的 一 个 度量 (请 读者 自行 验证 ) , 称 之 为 Y* 的 
一 致 收 钱 度量 .度量 空间 ( 了: ,D) 称 为 瑞 射 空间 (一 致 收效 度量 ). 
由 一 致 收效 度量 石 诱导 出 来 的 YY 的 括 相 所 称 为 YY 的 一 致 收 室 
拓扑 . 括 扑 空间 ( YY ,9 ) 称 为 映射 空间 (一 致 收 仇 拓 扑 ) 


254 第 16 音 映射 空间 


当 久 是 一 个 朱 扑 空间 时 ,从 和 到 了 的 所 有 连 秘 映射 构成 的 
集合 信义 ,Y) 作 为 度量 空间 ( Y* ,5) 的 度量 子 空 间 , 称 为 连续 胰 
射 空间 (一 致 收 化 度量 ), 这 时 它 的 度 本 也 称 为 一 致 收 北 度量 ; 它 作 
为 拓扑 空间 ( yx , 驴 ) 的 耶 空 间 称 为 觅 射 空间 (一 致 收 笋 拓扑 ) ,这 
时 它 的 拓扑 也 称 为 一 致 收 敏 拓扑 . 

定义 10.2.2 设 关 是 一 个 集合 ,(Y,p) 是 一 个 度量 空间 . 称 
映射 集合 YY 中 的 一 个 序列 | 六 Lez. 一 致 收 敏 于 映射 FE Y ,如 
果 对 于 任意 给 定 的 实数 >0, 存 在 整数 N >0, 使 得 当 i>N 时 

pfi(z) f(r) Xe 
对 于 任何 工 EX 上 成立. 

下 面 的 这 个 定理 便 是 我 们 称 定义 10.2.1 中 的 度量 5 为 一 致 
收敛 度量 的 缘由 . 

定理 10.2.1 设 愉 是 一 个 全 合 ,(Y,p) 是 一 个 度量 空间 ,在 
度量 空间 Y (一 致 收效 度量 ) 中 的 一 个 序列 | 天 Lez 收效 于 JE 
YY 当 且 仅 当 序列 | 矿 |iez 一 致 收效 于 FE 了. 

证 明 设 | 六 Lez, 是 Y 中 的 一 个 序列 .序列 [|;es 一 致 收 
和 于 FE YY, 意 即 对 于 任意 给 定 的 实效 e>0, 存 在 整数 N>0, 使 
得 当 i>N 时 

Plfilz), f(z)) Ke 
对 于 任意 EX 成 立 ,而 这 当 且 仅 当 对 于 任意 给 定 的 实数 es >0， 
存在 整数 N >0, 使 得 当 ;> N 时 
Pl(fi sf <e 
其 中 ,5 是 Y* 的 一 致 收敛 度量 ,换言之 , 即 序列 1 jiez, 相对 于 
这 的 一 致 收敛 度量 而 言 收 化 于 fFE Y、 国 

定理 10.2,2 设 X 有 是 一 个 集合 ,( 了 ,po) 是 一 个 度量 空间 ,如 
果 度 生 空 间 (Y,p) 是 一 个 完备 的 度量 空间 , 旧 映 射 空间 YY( 一 致 
收 敏 度量 ) 也 是 一 个 完备 度量 空间 . 

证 明 设 |f1iez, 是 YY 中 (相对 于 一 致 收 敏 度量 而 言 的) 一 
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个 Cauchy 序列 . 我 们 不 妨 假设 : 对 于 任何 i,j 之 ,有 
5( 所 ,所 )<1.( 假 车 序列 {bez, 不 满足 这 个 条 件 ,我 们 可 以 找到 
N >0, 使 得 序列 | ,=] ,cz 满足 这 个 条 件 , 用 它 来 代 蔡 原来 的 序 
列 即 可 . ) 对 于 每 一 个 过 EX ,由 于 
plfi(z) f(z)) Ep,f) 
所 以 序列 j 亡 (z)lez 是 了 中 的 一 个 Cauchy 序列 , 它 有 (唯一 的 ) 
一 个 极限 , 设 为 f(z). 这样 我 们 定义 了 一 个 映射 f:X 一 Y， 
现在 证 明 : 
imA=7 
给 定 实数 。>0, 首 先 选 取 N>0, 使 得 对 于 任何 i,j>N, 有 5(f， 
月 )< 译 e. 因 此 ,对 于 每 一 个 EX 有 pf(z) ,f(x5)) < 二 6. 对 
于 每 一 个 +€ 义 ,选取 整数 M, > NN 使 得 当 j= M, 时 有 p (f(z)， 
(z))< 冯 se; 因此 当 z> N 时 有 


PFiCT), f(x) Ep f(z), fo TI) Fplfie (x), ARz))<s 
从 而 当 i>N 时 有 p(f,f)<<e. 这 完成 了 证 明 。 县 

定理 10.2.3 设 夺 是 一 个 拓扑 空间 ;(Y,p) 是 一 个 度量 空 
间 . 则 从 四 到 了 的 所 有 连续 映射 的 集合 (X,Y) 是 映射 宝 间 YX 
《一 致 收 你 拓扑 ) 中 的 一 个 闭 全 .因此 度量 空间 @(X,Y) (一致 收 
伊 度 量 ) 也 是 一 个 完备 的 度量 空间 . 

证 明 由 于 映射 空间 YX (一 致 收 化 度量 ) 是 一 个 度量 空间 ， 
所 以 我 们 要 和 证明 X,Y) 是 YY 的 一 个 闭 集 ,只 要 证 明 8( 庆 , Y) 
中 的 任何 一 个 收 敏 序列 的 极限 仍然 属于 X,Y). 

为 证 此 , 设 X,Y) 中 的 一 个 序列 !f|,ez, 收复 于 FE YX .为 
了 证 明 fFEA(X,Y), 设 xwEX,U 是 f(z) 在 YY 中 的 一 个 令 域 . 选 
取 一 个 球形 邻 域 B(x),e) 忆 UU. 根据 定理 10,2.1 可 见 , 存 在 整 


数 NN>0, 使 得 当 i>N 时 p(f(y),f(y))< 二 e 对 于 任何 yEX 
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成 立 . 由 于 fri EECX,Y), 故 存在 zx 的 一 个 邻 域 V 使 得 
A (VCB(Awi(z), 诗 :)- 对 于 任意 yEV ,我 们 有 


PC fOr DE pf, fur yD tpl funy) ,fyn(z)) 
tplfuu(z), F(x)) < 

因此 VICB(f(z),e)CU, 也 就 是 说 /1(U) 是 xz 的 一 个 邻 

域 .这 证 明 在 点 x 处 连续 .由 于 xz 是 X 中 任意 选取 的 点 ,所 以 

连续 , 即 AEAXK,Y)， 加 


习 题 


1, 设 尖 是 一 个 集合 ,(Y,p) 是 一 个 度量 空间 . 令 
= | 了 E Y*|f(X) 是 YY 中 的 一 个 有 界 子 集 | 
定义 4g :3X 了 > 不 使 得 对 于 任意 /,g€F 
df ,8)= supip( f(r) s(x) | rE XI 
验证 
{1) d 是 3 的 一 个 度量 ; 
(2) 对 于 任意 f,g€E3, 如 果 d (fg) 之 1, 则 5(f,g) 二 1; 如 果 dt{f,g) 
所 1 , 则 PB(f,g)=4(f,g). 其 中 5 是 Y 中 的 一 致 收 化 度 重 . 
2. 设 发 是 一 个 拓扑 灾 间 . 令 
3= [FE 误 |FCX) 是 民 中 的 一 个 有 界 子 集 } 
证 明 :8 是 映射 空间 R( 一 致 收敛 刘 量 ) 的 一 个 转子 集 { 央 此 它 作 为 卫 的 放量 
于 空间 是 完备 的 ). 


$ 10.3 紧 致 开拓 站 


这 一 节 讨论 拓扑 空间 之 间 的 所 有 了 映射 构成 的 集合 中 的 一 个 新 
的 拓扑 , 称 为 紧 致 开拓 扑 ,并 且 指 出 在 菜 些 重要 的 情形 下 它 与 ~- 臻 
收 伍 拓扑 的 关联 . 

先 引进 一 个 记 导 . 设 X 和 Y 是 两 个 集合 ,对 于 任 痢 巨 CX 和 
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BCY ,我 们 记 : 
W(E,B)=1fE YIf(E)CBI 

定义 10.3.1 设 义 是 一 个 集合 ,Y 是 一 个 拓扑 空间 ,8 是 愉 

的 一 个 子 集 读 , 则 全 体 从 义 到 YY 的 映射 构成 的 族 Y* 的 于 集 族 
= {WE,U)CY|EEE,U 是 Y 的 一 个 开 集 } 

的 并 ( 即 名 中 所 有 元 素 的 并 ) 便 是 Y* (因为 对 于 任何 一 个 EEE 
有 了 丙 (E,Y)= 这 ). 所 以 有 唯一 的 一 个 拓扑 , 记 为 名 ,以 部 
为 它 的 一 个 子 基 . YX 的 拓扑 天 称 为 Y* 的 5 开拓 扑 . 拓扑 空间 
(YY ,所 ) 称 为 映射 空间 (开拓 扑 》. 

易 见 ,如 果 我 们 记 3 为 六 中 所 有 单 点 子 集 构 成 的 族 ,那么 YY 
的 点 式 收敛 拓扑 恰 好 就 是 F. 基于 这 个 理由 ,点 式 收 化 掏 扑 也 叫 
做 点 开拓 扑 . 

于 定义 10.3.1 中 我 们 注意 :如 果 6 和 &, 都 是 邓 的 子 集 族 ， 
并 且 外 Ce6, 则 名 扫 台 ,于 是 珊 C 各 

我 们 曾经 说 过 ,所 谓 点 式 收敛 拓 扑 ( 辑 点 开拓 扑 ) 便 是 刻画 映 
射 在 有 限 个 点 处 " 道 近 "的 拓扑 ,与 之 类 似 ,& 开 拓扑 可 以 认为 是 要 
求 映射 在 集 族 8 的 元 素 上 “外 近 "的 拓扑 ; 另 一 方面 ,点 式 收敛 拓扑 
明显 与 映射 的 定义 域 尺 中 的 拓扑 毫 无 关系 ,然而 我 们 现在 却 可 以 
通过 集 族 6 的 选取 使 得 映射 的 定义 域 X 中 的 朱 扑 介入 到 # 开 指 
扑 中 去 - 

所 有 的 8 开拓 扑 类 型 中 最 为 重要 的 一 种 便 是 紧 致 开拓 扑 , 我 
们 介绍 如 下 ， 

定义 10.3,2 误 X 和 了 是 两 个 拓扑 空间 ,G@ 是 X 的 全 体 紧 
致 子 集 提成 的 集 让 . 虽 从 和 到 了 的 全 体 上 映射 构成 的 集合 Yx 的 包 
开 括 扑 和 称 为 Y* 的 肾 致 开 招 扑 ; 托 扑 空间 ( YX, ) 称 为 腊 射 空 
间 ( 紧 致 开拓 扑 ). 

从 区 到 的 会 体 连续 映射 构成 的 集合 名 (X,Y) 作 为 映射 空 
间 了 5 ( 紧 臻 开拓 扑 ) 的 子 空间 种 为 连续 映射 空间 ( 肾 致 开拓 扑 ); 
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并 且 YY 的 紧 数 开拓 扑 在 这 发 ,Y) 上 的 限制 也 叫做 二 和 ,了 ) 的 紧 
致 开拓 扑 . 

由 于 每 一 个 单 点 集 都 是 紧 致 子 集 ,四 还 按 上 文 的 记号 ,有 光 
性 .多 从 而 有 : 

定理 10.3.1 设 XX 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 .分 别 记 兄 和 区 为 
从 及 到 了 的 企 体 映射 构成 的 集合 YX 的 点 式 收 敏 括 寺 和 紧 致 开 
丘 扑 , 则 静 CC 于 .因此 ,对 于 每 一 个 + 忆 义 ,赋值 映射 e, ;一 Y 
对 于 的 紧 致 开拓 扑 而 言 是 一 个 连续 了 映射. 加 

根据 同样 的 理由 可 见 , 当 了 是 Tu, Th 或 Hausdorff 空间 时 ， 
映射 空间 YY ( 紧 致 开 折 扑 ) 以 及 连续 映射 空间 (X,Y) ( 紧 致 开 
拓扑 ) 相 应 也 是 To , 到 吉 Hausdorff 空间 , 但 是 当 Y 是 正规 ,满足 
第 一 可 数 性 公理 或 满足 第 二 可 数 性 公理 时 并 不 蕴涵 YX ( 紧 致 开 
拓扑 ) 和 改 和 ,Y)( 紧 致 开拓 扑 ) 具 有 相应 的 性 质 . 然而 当 Y 是 正 
则 空间 时 ,映射 空间 色 X,Y)( 紧 致 开拓 扑 ) 却 仍然 是 正则 空间 
《定理 10.3.3). 

引 理 10,3,2 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,YCX. 如 果 了 是 外 的 
一 个 子 基 ,并 且 对 于 任何 一 个 yEY 和 9 中 任何 一 个 包含 y 的 元 
素 S ,存在 8 中 的 一 个 包含 y 的 元 素 下 使 得 下 在 邦 扑 密 间 尺 中 的 
闲 色 TCS, 则 了 作为 X 的 子 空间 是 一 个 正则 室 间 . 

证 明 ”首先 我 们 证 明 : 对 于 任何 y€ Y 和 在 X 中 的 任何 一 
个 开 邻 域 吕 ,存在 y 在 X 中 的 一 个 开 邻 域 了 使 得 六 CU. 

因为 根据 子 基 的 定义 可 见 , 存 在 某 有 限 个 S,, S: ,…,S,E2 
使 得 yE 15;CCU ,其 中 9 是 X 的 一 个 子 基 . 于 是 当 9 满足 引 
理 条 件 时 ,对 于 每 一 个 i =1,2,…,n, 存 在 TE 5 和 包 合 y 并 且 使 
得 Ti C5;. 于 是 V= 门 ,TT 是 y 的 一 个 开 邻 域 ,并 且 


(由 人 六 = 和 mc SCU 
现在 设 Un 是 yE Y 在 子 空间 Y 中 的 一 个 开 邻 域 , 则 存在 y 
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在 XX 中 的 一 个 开 邻 域 U 使 得 Ui = U 门 Y. 根 据 前 面 的 结论 可 知 ， 
存在 y 在 关中 的 一 个 开 分 域 V 使 得 VCU. 令 V;= VY, 它 是 
y 在 Y 中 的 一 个 开 邻 域 . V, 在 Y 中 的 闭 包 即 为 Y; 在 X 中 的 闭 
包 Vi 与 Y 的 交 , 因 此 包含 于 Ui 中 .这 证 明子 空间 了 是 一 个 正 
则 空间 ， 国 

定理 10,3.3 设 入 和 了 了 都 是 拓扑 空间 .如 果 了 是 一 个 正则 
空间 , 则 连续 映射 空间 (多,Y)( 紧 致 开拓 扑 ) 也 是 一 个 正则 空 
间 . 


证 明 根据 定义 ,连续 映射 空间 XX,Y)( 紧 致 开拓 扑 ) 是 野 

射 空间 Y*( 紧 致 开拓 扑 ) 的 子 空间 .而 后 者 有 一 个 子 基 
名 ={W(K,U) | K 是 X 中 的 一 个 紧 致 子 集 
品 是 Y 中 的 一 个 开 集 } 
其 中 W(K, 中 =1fE YI1FCK)CUI. 因 此 
器 =%|axy) 

是 所 XX,Y)( 紧 致 开拓 扑 ) 的 一 个 子 基 . 

为 证 明 本 定理 , 设 /EW(K,U) 站 G(X,Y), 其 中 KK 是 X 中 
的 一 个 紧 致 子 集 ,U 是 Y 中 的 一 个 开 集 . 由 于 Y 是 一 个 正则 空 
间 ,所 以 对 于 每 一 个 yE A(K){CU) 存 在 > 的 一 个 开 邻 域 w, 使 
得 V; 忆 U, 集 族 {V,|y€ f(K 半 是 F(K) 的 一 个 开 黎 盖 . 由 于 
是 一 个 连续 映射 ,所 以 .FLK) 是 Y 的 一 个 紧 致 子 集 ,因此 fF(K) 的 
开 豫 盖 | ,17 E 了 (K)| 有 一 个 有 限 子 覆盖 , 设 为 { V,,V,,"…， 
政令 V=UiiV,.V 是 了 的 一 个 开 集 , 并 晶 易 见 A(K)CV， 
所 以 了 EW(K,V)E 吕 .此 外 


v=(U 已) = U ViCU 
因此 WK,V)CW(K,U). 由 于 
W(K,V)= AWizrl,W) 
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= A (PY-wWixri,Y-V)) 
= 好 一 划一 ) 
其 中 对 于 每 一 个 zEkK,，W(izi ,YY 一 六 ) 是 相对 于 YY 的 紧 致 开 
拓扑 的 一 个 开 集 , 从 而 磷 (K, 玉 ) 是 一 个 辐 集 .由 于 W(K, VC 
W(K, 玉 ), 坪 见 
WRK,VICW(K,V)CWIKR,U) 

这 样 我 们 根据 引 理 10.3,2 便 可 见 连 续 映 射 空间 X,Y)( 紧 囊 开 
拓扑 ) 是 -一 个 正则 空间 ， 国 

我 们 琵 在 来 指出 一 致 收敛 拓 扯 和 紧 致 开拓 扑 两 者 之 间 的 一 个 
关联 . 

定理 10.3,4 设 义 是 一 个 紧 致 空间 ,(Y,p) 是 一 个 度 醒 空 
间 , 则 连续 映射 空间 %(X,Y ) 的 一 歼 收 数 拓 朴 和 紧 致 开拓 村 相 
同 . 

证 明 分 别 记 5 入 为 忽 居 ,Y) 的 一 致 收 化 丘 扑 和 紧 致 开拓 
扑 . 并 且 记 5 为 顺民 ,中 的 一 致 收敛 拓扑 定义 中 诱导 这 个 拓扑 的 
度量 -我 们 分 为 两 个 方面 来 证 明定 理 . 

(1) 役 fEWCK,D) 站 X,Y), 其 中 KK 是 XX 的 一 个 紧 致 子 
集 , 避 是 了 的 一 个 开 集 , 则 WCK,U) 是 /相对 于 (X,Y 了 ) 的 一 
致 收 伍 括 扑 了 而 言 的 一 个 邻 域 . (因此 WCK,U) 由 %(X,Y) GE 末 
从 而 也 计 》 

因为 如 果 兵 = 多 或 者 UU= YY, 则 WW(K,U)= 汉 X,Y 了 ). 在 这 
种 情形 下 没有 什么 要 证 明 的 . 以 下 假设 天 关 多 和 CU 天 ,这 时 由 
于 了 是 一 个 连续 映射 , 故 /天 ) 是 包含 于 开 集 U 中 的 一 个 非 空 紧 
致 子 集 ,并 且 YU 是 Y 的 一 个 非 空 逆 集 .因此 

6=p(f(K),Y-U)>0 

由 此 可 见 /EB{f,8) 往 W(KK,U), 其 中 B(f,8) 是 相对 于 度量 5 
而 言 的 球形 邻 域 . 这 是 因为 ,如 果 g€B(F,$), 则 对 于 每 一 个 
EX 有 pflg(z),F(z))< 人 .因此 当 zE 开 时 gf(z)E 了 .因此 
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gE(K)CU,M gE WK,U). 
(2) FE 4(X,Y) 的 相对 于 度量 5 而 育 的 每 一 个 球形 怨 域 
8B(f,e) 也 是 了 相对 于 紧 致 开拓 扑 闻 而 言 的 一 个 侣 域 , (因此 7 
这 是 因为 连续 , 琢 /(X) 是 了 的 一 个 紧 至 子 集 . 集 族 
18(7(z) ,证 :|zEX| 是 AX) 的 一 个 开 覆盖 ,所 以 有 有 限于 覆 
芒 , 设 为 
| af 村 ej,alrezs) 可) 人 rc) 本 | 
对 于 每 “个 i=1,2,s 令 KK = ((B(f(z). 寺 :]】) 和 和 


U, =6[7(za) 全 e). 于 是 K 是 X 中 的 财 集 ,所 以 也 是 紧 臻 子 
集 ,U; 是 了 中 的 并 集 .这 时 我 们 有 : 
X=KiU KU-…UK, 
和 
FDC(B [f(a),3e)) CU 
所 以 车 令 
WP=WR ,UN WK UINN WK,,U,) 

则 有 fE 贡 , 其 中 埃 (K;,D)=W(K;, DDNNE(X,Y). 

如 果 BEE 语 , 则 对 于 每 一 个 EX ,存在 某 .- 个 i 12， 
使 得 zrE K,. 于 是 g(x)E Ui, 妈 plg(z),f(zi))< 季 6. 此 外 


AnDE{B(7a) 于) , 即 pCfz) ,fm))<< 志 -从 而 
plg(2), f(r)) ple(s), fz) + pF), fa) <e 
即 gE B(/,s). 这 证 明 包 售 /的 相对 于 拓扑 了 而 言 的 开 集 育 包 
含 于 B(A,e). 因 此 B( Fe) 是 了 相对 于 拓扑 放 而 言 的 一 个 邻 域 . 
村 
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习 是 


1. 设 和 和 Y 是 一 个 拓扑 空间 ,和 志和 .定义 映射 
RX YF) AX,, YY) 

使 得 对 于 在 何 fE 城 室 ,Y),r( 了 = 了 ix :证明 ;对 于 把 X,Y) 和 和 慌 X1,Y) 
的 肾 到 开拓 扑 而 言 , 了 映射 > 连续 - 

2. 设 玉 和 了 了 是 两 个 拓扑 空间 .映射 e: 信 X,Y)X XX 一 Y 使 得 对 于 每 一 
个 (Ff,z)ER,Y)XXX 有 

e(f,x)=/(r) 

称 为 赋值 映射 ,证 明 : 计 于 会 X,Y) 的 紧 致 开拓 扑 而 言 , 赋 值 映 射 = 是 一 个 连 
续 映 射 . 
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一 点 紧 化 187 
一 一 映射 20 
- 致 连续 的 205 
一 致 收敛 254 
一 致 收敛 度量 253 
一 致 收敛 拓扑 253 
一 族 拓扑 空间 229 
以 丁 为 指标 集 的 集 族 24 
映射 18 


映射 空间 (e 开拓 扑 )》 257 
映射 空间 {点 式 收敛 拓扑 ) 250 
映射 空间 ( 紧 至 开拓 扑 ) ”257 
映射 空间 (一 致 收 伍 拓扑 ) 253 
由 度量 p 诱导 出 来 的 拓扑 49 


有 标 集 族 24 
有 非 空 的 交 6 
有 交 

有 界 度量 空间 193 
有 界 子 集 193 
有 理 数 集 3 
有 限 补 空间 51 
有 限 补 拓扑 51 
有 限 覆盖 144 
有 限 集 29 
有 限 司 各 性质 115 
有 序 偶 11 
右手 拓 种 83 
诱导 出 来 的 六 其 89 


余 集 8 


在 点 z 处 连续 的 映射 

在 点 ze 处 是 连续 的 

在 连续 映射 下 保持 不 变 
的 性 质 


正则 空间 


坐标 式 收 和 伍 的 拓扑 


